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摘 要

在數學上, 二項式定理 (binomial theorem) 為一基礎且重要的定理, 尤其

是機率、 數統上的應用, 如二項式分配、 動差。 其中, 多項式定理 (multinomial

theorem) 又為二項式定理的推廣。 在機率論或數理統計的教科書中, 它們所寫

的都是以數學歸納法 (mathematical induction) 或組合法 (combinatorics) 去

證明二項式定理, 然後提示我們也可以用這兩種方法延伸證明多項式定理, 但是

這兩種方法並非唯一可證明多項式定理的方法。 本文將介紹五種不同的方法證

明多項式定理, 除傳統的二種方法, 數學歸納法和組合法以外, 還有二種已經被

提出可證明二項式定理的方法, Rosalsky (2007) 提出機率方法 (probabilistic)

和 Hwang (2009) 提出微分方法 (differential calculus), 除此之外, 尚可利用

泰勒公式定理 (Taylor’s formula ) 證明的方法。 並藉由範例中說明利用多項式

定理求解期望值會比利用已求得的機率值求解期望值要來得容易且不易犯錯。
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第一章緒論

第 1.1 節 背景及研究動機

在數學上, 二項式定理 (binomial theorem) 為一基礎且重要的定理, 尤其

在機率、 統計上的應用, 如二項式分配、 動差... 等。而我們可由二項和的平方展

開示推廣到二項和的 n 次方, 即二項式定理, 再將二項式推廣到多項式, 即包含

多於兩項實數和的 n 次方。所以多項式定理 (multinomial theorem) 又為二項

式定理的推廣。 在此對於二項式定理與多項式定理之詳細敘述將於下文加以介

紹。

我們在教科書中常見用來證明二項式定理標準做法為數學歸納法 (mathe-

matical induction), 可參考 Ross(2006 pp.8-9), 另外也有些教科書會以組合

法 (combinatorics) 證明二項式定理, 如 Ross(2006 p.9), 而此方法相較於數學

歸納法是比較容易證明的。而除此兩種方法外, 目前已經有其它方法被提出證明

二項式定理, 如 Fulton (1952) 提出一個簡單的二項式定理證明其中包含了歸

納法的論點, Rosalsky (2007) 提出機率方法 (probabilistic) 證明二項式定理,

Hwang (2009) 提出微分方法 (differential calculus) 證明二項式定理。

我們在大部分的教科書中, 多項式定理的證明通常會被放到習題自行證明,

它們可能會提示利用數學歸納法或組合法證明多項式定理, 可是我們都知道數

學歸納法的證明是很繁雜且麻煩的。 而我們已知多項式定理是由二項式定理推

廣的, 所以考慮是否可利用已被提出證明二項式定理之方法去證明多項式定理,

如 Fulton (1952) 提出包含歸納法的論點但簡單的證明, 或 Rosalsky (2007)
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提出機率方法, Hwang (2009) 提出微分方法。 除了上述的方法外, 我們也考慮

是否還有其它方法可用來證明多項式定理, 而我們發現泰勒展開式定理可證明

多項式定理, 在此對於泰勒展開式定理 (Taylor’s formula ) 將於下文加以介紹。

上述的這些方法將是本文接下來想要探討的部分。
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第 1.2 節 研究架構

本文主要介紹五種不同方法的多項式定理證明, 分別為數學歸納法、 組合

法、 機率方法、 微分方法和泰勒公式定理等。 並且介紹兩個範例說明利用多項式

定理可解決以往繁複的計算過程, 這裡我們分成四章來討論。

第一章的第1.1節中簡單說明多項式定理及本文的研究動機和目的; 第1.2

節敘述本文架構。

第二章的第2.1節標準數學歸納法證明多項式定理; 第2.2節組合法證明多

項式定理;第2.3節機率方法證明多項式定理;第2.4節微分方法證明多項式定理;

第2.5節泰勒公式定理證明多項式定理。

第三章的第3.1節介紹帽子混合的例子, 利用原本的機率值去求解期望值和

利用多項式定理去求解期望值; 第3.2節介紹夫妻同坐一圓桌的例子, 利用原本

的機率值去求解期望值和利用多項式定理去求解期望值。

第四章主要說明我們提出其它三種證明方法與傳統上兩種證明方法的差異,

且說明我們利用多項式定理求解期望值的優點。
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第二章定理證明

本章一開始先敘述二項式定理與多項式定理, 之後將分別介紹五種不同的

方法證明多項式定理。

二項式定理:

對任意實數 x 和 y , 且n為正整數, 則

(x + y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xkyn−k

多項式定理:

對任意實數x1, x2, . . . , xr, 且n和r為正整數, 則

(x1 + x2 + · · ·+ xr)
n =

∑
(n1,n2,...,nr) :

n1+n2+...+nr=n

(
n

n1, n2, . . . , nr

)
xn1

1 xn2
2 · · ·xnr

r

右式中的 n1, n2, . . . , nr 為非負整數, 且 n1 + n2 + · · · + nr = n, 並且(
n

n1,n2,...,nr

)
= n!

n1!n2!···nr!
。

我們在此先給定一個範例, 以此說明多項式定理。

例: r = 3, n = 2 時, (x1 + x2 + x3)
2 = (x1 + x2 + x3) (x1 + x2 + x3) 的展開

式中包含 xn1
1 xn2

2 xn3
3 項, 其中 n1, n2, n3 = 0, 1, 2 , 且 n1 + n2 + n3 = 2 。接著

我們分別算出xn1
1 xn2

2 xn3
3 項的係數。

當 n1 = 2, n2 = 0, n3 = 0, 則 x2
1 項係數為

( 2
2,0,0

)
= 1;

當 n1 = 0, n2 = 2, n3 = 0, 則 x2
2 項係數為

( 2
0,2,0

)
= 1;

當 n1 = 0, n2 = 0, n3 = 2, 則 x2
3 項係數為

( 2
0,0,2

)
= 1;

當 n1 = 1, n2 = 1, n3 = 0, 則 x1x2 項係數為
( 2
1,1,0

)
= 2;

當 n1 = 1, n2 = 0, n3 = 1, 則 x1x3 項係數為
( 2
1,0,1

)
= 2;
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當 n1 = 0, n2 = 1, n3 = 1, 則 x2x3 項係數為
( 2
0,1,1

)
= 2。

由上述求得的xn1
1 xn2

2 xn3
3 項係數可得到展開式為

(x1 + x2 + x3)
2 =

∑
(n1,n2,n3) :

n1+n2+n3=2

(
n

n1, n2, n3

)
xn1

1 xn2
2 xn3

3

= x2
1 + x2

2 + x2
3 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3

經由此範例使我們更加了解多項式定理。

第 2.1 節 數學歸納法

首先我們先利用傳統數學歸納法去證明多項式定理, 證明過程如下:

當 r = 1 時, xn
1 =

∑
n1:n1=n

(
n
n1

)
xn1

1 , 其中 n1 為非負整數, 且 n1 = n , 則

等式成立。

假設 r = k 時成立, 則

(x1 + x2 + · · ·+ xk)n =
∑

(n1,n2,...,nk) :
n1+n2+···+nk=n

(
n

n1, n2, . . . , nk

)
xn1

1 xn2
2 · · ·x

nk

k

其中 n1, n2, . . . , nr 為非負整數, 且 n1 + n2 + · · ·+ nr = n。

令r = k + 1, 則

(x1 + x2 + · · ·+ xk + xk+1)
n

= (x1 + x2 + · · ·+ xk−1 + (xk + xk+1))
n

=
∑

(n1,n2,...,nk−1,l) :

n1+n2+···+nk−1+l=n

(
n

n1, n2, . . . , nk−1, l

)
xn1

1 xn2
2 · · · x

nk−1

k−1 (xk + xk+1)
l
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=
∑

(n1,n2,...,nk−1,l) :

n1+n2+···+nk−1+l=n

(
n

n1, n2, . . . , nk−1, l

)
xn1

1 xn2
2 · · ·x

nk−1

k−1

× [
∑

(nk + nk+1):

nk+nk+1 =l

(
l

nk, nk+1

)
xnk

k x
nk+1

k+1 ] (由二項式定理可知)

=
∑

(n1,n2,...,nk−1,l) :

n1+n2+···+nk−1+l=n

∑
(nk + nk+1):

nk+nk+1 =l

(
n

n1, n2, . . . , nk−1, l

)(
l

nk, nk+1

)

· xn1
1 xn2

2 · · · x
nk−1

k−1 xnk

k x
nk+1

k+1

=
∑

(n1,n2,...,nk,nk+1) :

n1+n2+···+nk+nk+1=n

(
n

n1, n2, . . . , nk, nk+1

)
xn1

1 xn2
2 · · ·x

nk

k x
nk+1

k+1

其中 n1, n2, . . . , nk+1 為非負整數, 且 n1 + n2 + · · · + nk + nk+1 = n 。 上述

等式是因為原項數和
∑

(n1,n2,...,nk−1,l) :

n1+n2+···+nk−1+l=n

∑
(nk + nk+1):

nk+nk+1 =l

可表示為
∑

(n1,n2,...,nk,nk+1) :

n1+n2+···+nk+nk+1=n

, 並且

(
n

n1,n2,...,nk−1,l

) (
l

nk,nk+1

)
=
(

n
n1,n2,...,nk,nk+1

)
。

根據數學歸納法, 得證此定理,

(x1 + x2 + · · ·+ xr)
n =

∑
(n1,n2,...,nr) :

n1+n2+···+nr=n

(
n

n1, n2, . . . , nr

)
xn1

1 xn2
2 · · ·xnr

r

其中 n1, n2, . . . , nr 為非負整數, 且 n1 + n2 + · · ·+ nr = n。
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第 2.2 節 組合法

我們接著再證明傳統常用的另一種證明法, 利用組合去證明多項式定理,證

明過程如下:

我們考慮下列乘積

(x1 + x2 + · · ·+ xr)
n = (x1 + x2 + · · ·+ xr) (x1 + x2 + · · ·+ xr) · · ·

· (x1 + x2 + · · ·+ xr)

它的展開式是由 rn 項的和所組成, 又此 rn 項中每一項都包含 xi 的因子, i =

1, 2, . . . , r。 所以在這 rn 項的和中, 會包含 n1 個 x1, n2 個 x2 , . . .和 nr 個 xr

的項數, 其中 ni 為非負整數, i = 1, 2, . . . , r, 且n1 + n2 + · · · + nr = n, 亦即

xn1
1 的項有

(
n
n1

)
, xn2

2 項有
(
n−n1

n2

)
, . . . ,xnr

r 的項有
(
n−n1−n2−···−nr−1

nr

)
。 則展開式

中xn1
1 xn2

2 · · ·xnr
r 的項有(
n

n1

)(
n− n1

n2

)
· · ·
(

n− n1 − n2 − · · · − nr−1

nr

)
=

(
n

n1

)(
n− n1

n2

)
· · ·
(

n− n1 − n2 − · · · − nr−2

nr−1

)
=

(
n

n1, n2, . . . , nr

)
。

所以我們得證,

(x1 + x2 + · · ·+ xr)
n =

∑
(n1,n2,...,nr) :

n1+n2+···+nr=n

(
n

n1, n2, . . . , nr

)
xn1

1 xn2
2 · · · xnr

r

其中 n1, n2, . . . , nr 為非負整數, 且 n1 + n2 + · · ·+ nr = n。
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第 2.3 節 機率方法

我們在此利用 Rosalsky(2007)提出機率的方法去證明多項式定理,證明過

程如下:

我們考慮下列乘積

(x1 + x2 + · · ·+ xr)
n = (x1 + x2 + · · ·+ xr) (x1 + x2 + · · ·+ xr) · · ·

· (x1 + x2 + · · ·+ xr)

它的展開式會等於

∑
(n1,n2,...,nr) :

n1+n2+···+nr=n

M(n; n1, n2, . . . , nr) xn1
1 xn2

2 · · · xnr
r (1)

其中n1, n2, . . . , nr為非負整數, 且n1 + n2 + · · ·+ nr = n 。

我們希望證明:M(n; n1, n2, . . . , nr) =
(

n
n1,n2,...,nr

)
在不失一般性下, 令 0 ≤ xi ≤ 1 ,i = 1, 2, . . . , r, 並且

r∑
i=1

xi = 1。 令

(Y1, Y2, . . . Yr) 是一個 n 次試驗, 個別地機率為x1, x2, . . . , xr的多項式分配, 則

(Y1, Y2, . . . Yr) 的聯合機率質量函數 (joint probability mass function) 為

f(n1, n2, . . . , nr) =
n!

n1!n2! · · · nr!
xn1

1 xn2
2 · · ·xnr

r

其中n1, n2, . . . , nr為非負整數,且 n1+n2+· · ·+nr = n。又因為f(n1, n2, . . . , nr)

是聯合機率質量函數, 所以

1 =
∑

(n1,n2,...,nr) :
n1+n2+···+nr=n

f(n1, n2, . . . nr) =
∑

(n1,n2,...,nr) :
n1+n2+···+nr=n

n!

n1!n2! · · · nr!
xn1

1 xn2
2 · · ·xnr

r

(2)
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令
r∑

i=1
xi = 1, 0 ≤ xi ≤ 1 , i = 1, 2, . . . , r , 則由 (1) 式可得

1 = (x1 + x2 + · · ·+ xr)
n =

∑
(n1,n2,...,nr) :

n1+n2+···+nr=n

M(n; n1, n2, . . . , nr) xn1
1 xn2

2 · · ·xnr
r

(3)

所以我們由 (2) 和 (3) 得到∑
(n1,n2,...,nr) :

n1+n2+···+nr=n

(M(n; n1, n2, . . . , nr) −
n!

n1!n2! · · · nr!
) xn1

1 xn2
2 · · · xnr

r = 0

假設Q(n1, n2, . . . , nr) = M(n; n1, n2, . . . , nr)− n!
n1!n2!···nr!

為與n1, n2, . . . , nr有

關的常數, 則 ∑
(n1,n2,...,nr) :

n1+n2+···+nr=n

Q(n1, n2, . . . , nr) xn1
1 xn2

2 · · ·xnr
r = 0 (4)

其中 n1, n2, . . . , nr 為非負整數, 且n1 + n2 + · · · + nr = n, 0 ≤ xi ≤ 1,

i = 1, 2, . . . , r,
r∑

i=1
xi = 1。

對任意 ki, ni為非負整數, i = 1, 2, . . . , r,
r∑

i=1
ki = n,

r∑
i=1

ni = n。 然後對

(4) 式兩邊做偏微分,

∂n

∂xk1
1 ∂xk2

2 · · · ∂xkr
r

∑
(n1,n2,...,nr) :

n1+n2+···+nr=n

Q(n1, n2, . . . , nr) xn1
1 xn2

2 · · ·xnr
r = 0

∃i = 1, 2, . . . , r , ki 6= ni,

∂n

∂xk1
1 ∂xk2

2 · · · ∂xkr
r

Q(n1, n2, . . . , nr) xn1
1 xn2

2 · · ·xnr
r = 0

∀i = 1, 2, . . . , r , ki = ni,

∂n

∂xk1
1 ∂xk2

2 · · · ∂xkr
r

Q(n1, n2, . . . , nr) xn1
1 xn2

2 · · ·xnr
r

= Q(k1, k2, . . . , kr)k1!k2! · · · kr!
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則

∂n

∂xk1
1 ∂xk2

2 · · · ∂xkr
r

∑
(n1,n2,...,nr) :

n1+n2+···+nr=n

Q(n1, n2, . . . , nr) xn1
1 xn2

2 · · ·xnr
r

= Q(k1, k2, . . . , kr)k1!k2! · · · kr! = 0

所以 Q(k1, k2, . . . , kr) = 0。

最後我們得證, 對任意ki ≥ 0, i = 1, 2, . . . , r, 且
r∑

i=1
ki = n, 則

M(n; k1, k2, . . . , kr) =
n!

k1!k2! · · · kr!
。
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第 2.4 節 微分方法

我們在此利用 Hwang(2009) 提出微分的想法去證明多項式定理, 證明過

程如下:

我們考慮下列乘積

(x1 + x2 + · · ·+ xr)
n = (x1 + x2 + · · ·+ xr) (x1 + x2 + · · ·+ xr) · · ·

· (x1 + x2 + · · ·+ xr)

它的展開式會等於

∑
(n1,n2,...,nr) :

n1+n2+···+nr=n

M(n; n1, n2, . . . , nr) xn1
1 xn2

2 · · · xnr
r (5)

其中n1, n2, . . . , nr為非負整數, 且n1 + n2 + · · ·+ nr = n 。

對任意 k1, k2, . . . , kr 為非負整數 , 且
∑r

i=1 ki = n 。 然後對 (5) 之左式做

偏微

∂n

∂xk1
1 ∂xk2

2 · · · ∂xkr
r

(x1 + x2 + · · ·+ xr)
n

=
∂n−kr

∂xk1
1 ∂xk2

2 · · · ∂x
kr−1

r−1

[
∂kr

∂xkr
r

(x1 + x2 + · · ·+ xr)
n]

=
∂n−kr

∂xk1
1 ∂xk2

2 · · · ∂x
kr−1

r−1

[n(n− 1) · · · (n− kr + 1)(x1 + x2 + · · ·+ xr)
n−kr ]

= n(n− 1) · · · (n− kr + 1)
∂n−kr−kr−1

∂xk1
1 ∂xk2

2 · · · ∂x
kr−2

r−2

[
∂kr−1

∂x
kr−1

r−1

(x1 + x2 + · · ·+ xr)
n−kr ]

= n(n− 1) · · · (n− kr + 1)(n− kr) · · · (n− kr − kr−1 + 1)

× ∂n−kr−kr−1

∂x
k1
1 ∂x

k2
2 ···∂x

kr−2
r−2

(x1 + x2 + · · ·+ xr)n−kr−kr−1

= · · ·
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= n(n− 1) · · · (n− kr + 1)(n− kr) · · · (n− kr − kr−1 + 1)

· · · (n− kr − · · · − k1 + 1)

= n! (6)

接著對 (5) 之右式做偏微, ∃i = 1, 2, . . . , r , ki 6= ni,

∂n

∂xk1
1 ∂xk2

2 · · · ∂xkr
r

M(n; n1, n2, . . . , nr) xn1
1 xn2

2 · · ·xnr
r = 0

∀i = 1, 2, . . . , r , ki = ni,

∂n

∂xk1
1 ∂xk2

2 · · · ∂xkr
r

M(n; k1, k2, . . . , kr) xk1
1 xk2

2 · · ·xkr
r

= M(n; k1, k2, . . . , kr)k1!k2! · · · kr!

則

∂n

∂xk1
1 ∂xk2

2 · · · ∂xkr
r

∑
(n1,n2,...,nr) :

n1+n2+···+nr=n

M(n; n1, n2, . . . , nr) xn1
1 xn2

2 · · · xnr
r

= M(n; k1, k2, . . . , kr)k1!k2! · · · kr! (7)

所以對任意 k1, k2, . . . , kr為非負整數 , 且
∑r

i=1 ki = n, 我們由 (6) 和 (7)

可得

n! = M(n; k1, k2, . . . , kr)k1!k2! · · · kr!

最後得證

M(n; k1, k2, . . . , kr) =
n!

k1!k2! · · · kr!
。
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第 2.5 節 泰勒公式定理

我們由Wade (2004)的書中所敘述的 n度空間泰勒公式定理 (Taylor For-

mula on Rn), 希望利用其定理證明多項式定理。 在此我們先定義高階微分, 令

p ≥ 1, V 是 Rn 上的開集合, f : V → R。 我們說 f 在 a 有第 p 階的微分, 亦

即 f 的第 (p− 1) 階偏微存在在 V 上, 且在 a 上微分, 我們定義

D(p)f(a; h) =
n∑

i1=1

· · ·
n∑

ip=1

∂pf

∂xi1 · · · ∂xip

(a)hi1 · · ·hip , h = (h1, h2, . . . , hn) ∈ Rn

對 a, b ∈ Rn, 我們定義從 a 到 b線段的集合

L(a; b) = {(1− t)a + tb : t ∈ [0, 1]}。

接著我們敘述n度空間泰勒公式定理。

定理: (n度空間泰勒公式)

令 p ∈ N, V是Rn上的開集合, x, a ∈ V , 且假設 f : V → R. 如

果f的第p階微分在V存在, 且L(x; a) ⊆ V , 則存在有一個點c ∈ L(x; a) 使得

f(x) = f(a) +
p−1∑
k=1

1
k!D

(k)f(a; h) + 1
p!D

(p)f(c; h), 其中 h ≡ x − a

現在我們利用 n 度空間泰勒公式定理去證明多項式定理, 證明過程如下:

令

f(x) = (x1 + x2 + · · ·+ xr)
n

f(0) = 0

15



接著計算 D(k)f(0; x) ,

D(1)f(0; x) =
r∑

i=1

∂f

∂xi
(0) xi

= n[(x1 + x2 + · · ·+ xr)
n−1|xi=0,i=1,2,...,r]x1 + · · ·

+ n[(x1 + x2 + · · ·+ xr)
n−1|xi=0,i=1,2,...,r]xr = 0

...

D(n−1)f(0; x) = 0

D(n)f(0; x) =
r∑

i1=1

r∑
i2=1

· · ·
r∑

in=1

∂nf

∂xi1∂xi2 · · · ∂xin

(0)xi1xi2 · · ·xin

= n!
∑

(n1,n2,...,nr) :
n1+n2+···+nr=n

(
n

n1, n2, . . . , nr

)
xn1

1 xn2
2 · · ·xnr

r

其中 n1, n2, . . . , nr為非負整數, 且 n1 + n2 + · · · + nr = n。 上述等式中因

為 ∂nf
∂xi1

∂xi2
···∂xin

(x) = n!。

因為

∂n+1f

∂xi1∂xi2 · · · ∂xin+1

(x) =
∂n+1

∂xi1∂xi2 · · · ∂xin+1

(x1 + x2 + · · ·+ xr)
n = 0

所以 ∀c,

D(n+1)f(c; x) =
r∑

i1=1

r∑
i2=1

· · ·
r∑

in+1=1

∂n+1f

∂xi1∂xi2 · · · ∂xin+1

(c)xi1xi2 · · ·xin+1
= 0

最後我們由 n 度空間泰勒公式定理得到,

f(x) = f(0) +
n∑

k=1

1

k!
D(k)f(0; x) +

1

(n + 1)!
D(n+1)f(c; x)

=
1

n!
[n!

∑
(n1,n2,...,nr) :

n1+n2+···+nr=n

(
n

n1, n2, . . . , nr

)
xn1

1 xn2
2 · · ·xnr

r ]

=
∑

(n1,n2,...,nr) :
n1+n2+···+nr=n

(
n

n1, n2, . . . , nr

)
xn1

1 xn2
2 · · ·xnr

r

16



故得證

(x1 + x2 + · · ·+ xr)
n =

∑
(n1,n2,...,nr) :

n1+n2+···+nr=n

(
n

n1, n2, . . . , nr

)
xn1

1 xn2
2 · · ·xnr

r

其中n1, n2, . . . , nr 為非負整數, 且 n1 + n2 + · · ·+ nr = n 。
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第 三 章多項式定理應用於範例上

我們透過下面兩個常見的範例, 一個是關於帽子混合在一起的問題, 另一

個則是關於夫妻同坐一圓桌的問題, 都分別做了利用原本機率求解期望值和利

用多項式定理求解期望值。

第 3.1 節 帽子混合的問題

假設參加宴會的n位客人將他們的帽子放在房間中央,這些帽子經過混和後,

每一位客人再隨機拿取一頂帽子, 請問客人拿到自己帽子的人數期望值為何?

I. 利用原本的機率值求解期望值

令 Ei 為第 i 個人拿到自己帽子的事件, i = 1, 2, . . . , n, 則

P (Ei1 · · ·Eik) =
(n− k)!

n!
, k = 1, 2, . . . , n。

假設 Xn 為客人取到自己帽子的人數, Xn = 0, 1, 2, . . . , n, 其機率為

P (Xn = 0) = P (都沒人取到自己的帽子) = P (
n⋂

i=1

Ec
i ) = 1− P (

n⋃
i=1

Ei)

= 1− 1 +
1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n

n!
= Pn

P (Xn = k) = P (恰有k人取到自己的帽子) =

(
n
k

)
(n− k)!Pn−k

n!

= (1− 1 +
1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n−k

(n− k)!
)/k!
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所以期望值

E(Xn) =
n∑

k=0

kP (Xn = k) = 0× [1− 1 +
1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n

n!
]

+ 1× [(1− 1 +
1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n−1

(n− 1)!
)/1!]

+ 2× [(1− 1 +
1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n−2

(n− 2)!
)/2!] + · · ·

+ k × [(1− 1 +
1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n−k

(n− k)!
)/k!] + · · ·

+ (n− 2)× [(1− 1 +
1

2!
)/(n− 2)!] + (n− 1)× 0 + n× 1

n!

由上述演算過程我們可知, 利用機率值求解期望值是極端繁複, 因此我們

希望有其它的方法能幫助我們求解期望值的過程是較簡潔的, 所以我們利用多

項式定理求解期望值。

II. 利用多項式定理求解期望值

令Yi =

 1 第i位客人拿到自己帽子

0 其他情況

, i = 1, 2, . . . , n, 則 Yi是具有相同

分配但並不彼此獨立。

假設 Xn為客人拿回自己的帽子的人數, 且Xn =
n∑

i=1
Yi, 則Xn的第k個動差

為

E(Xk
n) = E((Y1 + Y2 + · · ·+ Yn)k) =

∑
(i1,i2,...,in) :

i1+i2+···+in=k

k!

i1!i2! · · · in!
E(Y i1

1 Y i2
2 · · ·Y in

n ) ,

其中 i1, i2, . . . , in為非負整數, 且
n∑

j=1
ij = k。

令 l = l(i1, i2, . . . , in) 表示在 (Y i1
1 Y i2

2 · · ·Y in
n ) 中 ij ≥ 1 的個數。 我們

知道 1 ≤ l ≤ min{k, n}, 且在 c > 0 下, Y c
i = Yi, 故 Y i1

1 Y i2
2 · · ·Y in

n 與

Y1Y2 . . . Yl(i1,i2,...,in) 有相同的分配。
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於是

P (Y i1
1 Y i2

2 · · ·Y in
n = 1) = P (Y1Y2 . . . Yl(i1,i2,...,in) = 1) =

(n− l)!

n!
,

所以

E(Y1Y2 · · ·Yl) =
(n− l)!

n!

令N+
l ≡ {(i1, i2, . . . , il) : ij ≥ 1,對所有j而言, 1 ≤ j ≤ l,且i1+· · ·+il = k}。

最後我們求得 Xn 的第 k 個動差為

E(Xk
n) =

∑
(i1,i2,...,in) :

i1+i2+···+in=k

k!

i1!i2! · · · in!
E(Y i1

1 Y i2
2 · · ·Y in

n )

=

min{k,n}∑
l=1

∑
N+

l

k!

i1!i2! · · · il!

(
n

l

)
(n− l)!

n!

=

min{k,n}∑
l=1

∑
N+

l

k!

i1!i2! · · · il!
1

l!

所以我們得到Xn的期望值E(Xn) = 1, 即平均n個人中會恰有一人會選取

到自己的帽子。

由上述的兩種方法去求解期望值, 我們可以看出利用多項式定理相較於直

接利用機率值求解期望值的過程是較簡潔的, 不需經過壟長的計算過程, 即可求

得期望值。
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第 3.2 節 夫妻同坐一圓桌

假設有n對夫妻圍一圓桌隨機而坐,試求夫妻坐在一起的對數之期望值為何?

I. 利用原本的機率去求解期望值

令 Ei 為第 i 對夫妻坐在一起的事件, i = 1, 2, . . . , n, 則

P (Ei1 · · ·Eik) =
2k(2n− k − 1)!

(2n− 1)!
, k = 1, 2, . . . , n

假設 Xn 為夫妻坐在一起的對數, Xn = 0, 1, 2, . . . , n, 則機率為

P (Xn = 0) = P (都沒有夫妻坐在一起) = P (
n⋂

i=1

Ec
i ) = 1− P (

n⋃
i=1

Ei)

= 1−
(

n

1

)
2(2n− 2)!

(2n− 1)!
+

(
n

2

)
22(2n− 3)!

(2n− 1)!
+ · · ·

+ (−1)n

(
n

n

)
2n(2n− n− 1)!

(2n− 1)!

= Pn

對於恰有 k 對夫妻坐在一起的機率, 我們可利用與第一個範例相似的想法

求得一般式 P (Xn = k) = P (恰有k對夫妻坐在一起), 但是其求解機率值的過

程又比第一個範例求解機率值的過程更加複雜, 所以更不用說其求解期望值的

演算過程是極端繁複。 因此我們希望有其它的方法能幫助我們求解期望值的過

程是較簡潔的, 所以我們利用多項式定理求解期望值。

II. 利用多項式定理求解期望值

令Yi =

 1 第i對夫妻坐在一起

0 其他情況

, i = 1, 2, . . . , n, 則 Yi是具有相同分配

但並不彼此獨立。
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假設 Xn為夫妻坐在一起的對數, 且Xn =
n∑

i=1
Yi, 則Xn的第k個動差為

E(Xk
n) = E((Y1 + Y2 + · · ·+ Yn)k) =

∑
(i1,i2,...,in) :

i1+i2+···+in=k

k!

i1!i2! · · · in!
E(Y i1

1 Y i2
2 · · ·Y in

n ) ,

其中 i1, i2, . . . , in為非負整數, 且
n∑

j=1
ij = k。

令l = l(i1, i2, . . . , in) 表示在(Y i1
1 Y i2

2 · · ·Y in
n ) 中 ij ≥ 1 的個數。 我們

知道 1 ≤ l ≤ min{k, n}, 且在 c > 0 下, Y c
i = Yi, 故Y i1

1 Y i2
2 · · ·Y in

n 與

Y1Y2 . . . Yl(i1,i2,...,in) 有相同的分配。

於是

P (Y i1
1 Y i2

2 · · ·Y in
n = 1) = P (Y1Y2 . . . Yl(i1,i2,...,in) = 1) =

2l[(2n− 1)− l]!

(2n− 1)!
,

所以

E(Y1Y2 · · ·Yl) =
2l[(2n− 1)− l]!

(2n− 1)!

令N+
l ≡ {(i1, i2, . . . , il) : ij ≥ 1,對所有j而言, 1 ≤ j ≤ l,且i1+· · ·+il = k}。

最後我們求得 Xn 的第 k 個動差為

E(Xk
n) =

∑
(i1,i2,...,in) :

i1+i2+···+in=k

k!

i1!i2! · · · in!
E(Y i1

1 Y i2
2 · · ·Y in

n )

=

min{k,n}∑
l=1

∑
N+

l

k!

i1!i2! · · · il!

(
n

l

)
2l[(2n− l)− l]!

(2n− 1)!

所以我們得到Xn的期望值E(Xn) =
(
n
1

)2[(2n−1)−1]!
(2n−1)! = 2n

2n−1 , 即平均n對中

會有 2n
2n−1對夫妻會坐在一起。
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第 四 章結論

我們在證明多項式定理的五種方法中發現, 如果以傳統上常用的兩種證明

法, 數學歸納法和組合法, 以數學歸納法證明的過程是很繁雜且麻煩的, 而以組

合法證明則是相較下較容易的。而在我們利用的其它三種證明法, 機率方法, 微

分方法和泰勒公式定理, 我們發現以微分方法證明是最容易的, 其證明過程也是

很簡潔的。 但是以機率方法去證明多項式定理, 它的證明過程是有比較繁雜, 但

它提供了一種新的証明方式。而以泰勒公式定理的方法證明多項式定理, 其證明

過程也是很簡潔的, 可是相較微分法其觀念還是比較難的。 綜觀五種證明方法,

雖然有些方法的証明過程很繁複, 但是都提供了我們以不同的想法去證明多項

式定理, 且此五種方法都是利用我們已學過的定理和觀念。 雖然我們無法說其它

三種方法是否真的都有優於傳統的二種方法, 但我們可以說組合法和微分法確

實都是比較容易證明且使用的觀念都較為基礎。

我們在應用多項式定理去求解期望值的例子中, 我們知道以原本機率值求

解期望值會會不容易的, 尤其是在其機率值是非常繁雜時, 計算期望值變得很麻

煩。 但是利用多項式定理的方法求解期望值, 其求解過程變得較簡易, 且原本機

率值的繁雜計算也可免除。 因此以後計算類似題型之期望值時, 我們都可以利用

多項式定理輕易求解。
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