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Abstract

In 1993, R. Bodendiek and G. Walther introduced the concept of an (a, d)-antimagic

labeling. Let G = (V,E) be a finite simple graph without any isolated vertex, with p

vertices and q edges. An (a, d)-antimagic labeling is a bijection f : E → {1, 2, · · · , q},

such that the induced vertex sums f+ : V → N given by f+(u) = Σ{f(uv) : uv ∈

E(G)} are a sequence with initial term a and common difference d. A graphG is called

(a, d)-antimagic if it admits an (a, d)-antimagic labeling. In 2003, V. Swaminathan and

P. Jeyanthi (SUPER VERTEX-MAGIC LABELING) are proved that the graphmCn is

(a, 1)-antimagic if and only if both m and n are odd. In this paper, we definded a

new concept (a, 1)-antimagic deficiency, as an extension of antimagic labeling, for

measuring how close a graph is away from being an (a, 1)-antimagic. Furthermore the

(a, 1)-antimagic deficiency of 2C4n is completely determined and d1(2C4n) = 1.
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中文摘要

R. Bodendiek與 G. Walther於 1993年提出了 (a, d)-antimagic labeling的概念，令

G = (V,E) 為一個有 p 個點和 q 個邊且沒有孤立點的有限簡單圖，定義一個

bijection的函數 f : E → {1, 2, · · · , q}，將邊做 1 ∼ q的編號，則導出頂點所有入

射邊的編號和 f+(u) = Σ{f(uv) : uv ∈ E(G)}，使得 f+ : V → N，且形成一首

項為 a、公差為 d的等差數列，則我們稱其為 (a, d)-antimagic labeling。如果圖

G有 (a, d)-antimagic labeling，則我們稱 G是 (a, d)-antimagic。V. Swaminathan

與 P. Jeyanthi (SUPER VERTEX-MAGIC LABELING)於 2003年證實了mCn是 (a,

1)-antimagic，若且唯若 m與 n皆為奇數。在此篇文章中我們提出並定義了 (a,

1)-antimagic deficiency(缺數)的概念，放寬了 (a, d)-antimagic labeling並推測如

何使其在最小放寬程度能成為 (a, 1)-antimagic。此外也證實了 2C4n 缺數為 1時

是 (a, 1)-antimagic。
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Chapter 1

Introduction to Graph Labeling of

Antimagic Type

1.1 Antimagic Labeling

在這份報告中，我們的討論無向有限的 simple graph。以下為 Ringel 和 Harts-

field[16]於 1990年關於 antimagic labeling研究的概念：

Definition 1.1.1. G為一有 q個邊的圖。定義一個一對一的函數，將邊做 1 ∼ q

的編號 f : E(G) → {1, · · · , q}，再將點所有相鄰的邊的編號相加，如果總合盡

不相同，則我們稱其為 antimagic labeling of G。(見 Figure1.1)

其中他們證明了以下的圖有 antimagic: Pn (n > 3), cycles, wheels, and Kn (n >

3)。Wang, T. M.[42]展示了 toroidal grids Cn1×Cn2×· · ·×Cnk是 antimagic，更一

般性的如果G是一個 r > 1的 r-regular antimagic graph，則G×Cn有 antimagic。

Cheng[9] 證明了所有 positive degree 的 Cartesian products 或兩個或更多 regular

graphs為 antimagic以及G×H 為 antimagic如果G為 j-regular而H 的 degree介

於 1至 k 且滿足 j 為奇數時 j2 − j ≥ 2k 或 j 為偶數時 j2 ≥ 2k。Wang, T. M.與

Hsiao[43]證明了以下圖形有 antimagic: G × Pn (n > 1，G是 regular)，G ×K1,n

(G是 regular)，compositions G[H] (H 是 d-regular且 d > 1)以及 Cartesian product

of any double star and a regular graph。在 Cheng[10]證明了 Pn1 × Pn2 × · · · × Pnt

(t > 2)與 Cm × Pn 是 antimagic。於 Solairaju and Arockiasamy[33]中，證明了部
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Figure 1.1: Example of antimagic labeling

分 Pm×Pn族系的子圖是 antimagic。Liang and Zhu[26]證明了如果G是 k-regular

(k > 2)，則 H 只要滿足 |E(H)| ≥ |V (H)|−1 ≥ 1那 Cartesian product H × G會

是 antimagic。他們也發現了如果 |E(H)| ≥ |V (H)|−1且 H 的每個連接點有 odd

degree或H 至少有 2|V (H)|−2個邊，則 prism ofH 是 antimagic。Shang[34]表示

了所有的 spiders是 antimagic。Lee, Lin, Tsai[27]證明了 C2
n 是 antimagic且 n是

奇數時頂點鄰近邊標號和為連續整數。

更一般性的，人們討論其相關優化的問題在 antimagic labeling 上，如早先

W.Brown於 2008年定義 [1]的:

Definition 1.1.2. G 為一有 q 個邊的圖。定義一個一對一的函數，將邊做編號

f : E(G) → Z+，再將點所有相鄰的邊的編號相加，如果總合盡不相同，則

我們稱其為 partially antimagic labeling G。此外我們定義 antimagic strength

σ(G) =min max f(E)在所有可能的 antimagic labelings f of G。

Definition 1.1.3. G為一有 q個邊的圖。定義一個函數，將邊做編號 f : E(G) →

Z+，再將點所有相鄰的邊的編號相加，如果總合盡不相同，則我們稱

其為 weakly antimagic labeling G。此外我們定義 weakly antimagic strength

σ
′
(G) =min max f(E)在所有可能的 antimagic labelings f of G。

2



一些有關 (a,d)-antimagic labeling的研究可以見 Figure 1.2。

Figure 1.2: Mini-Survey on Antimagic Labeling from Gallian[21]
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1.2 (a, d)-Antimagic Labeling

1993年由 Bodendiek與Walther[4]提出了 (a,d)-antimagic labeling的觀念:

Definition 1.2.1. 令 G = (V,E) 為一個有 p 個點和 q 個邊且沒有孤立點的有

限簡單圖，定義一個 bijection 的函數 f : E → {1, 2, · · · , q}，將邊做 1 ∼ q 的

編號，則導出頂點所有入射邊的編號和 f+(u) = Σ{f(uv) : uv ∈ E(G)}，使

得 f+ : V → N，且形成一首項為 a、公差為 d 的等差數列，則我們稱其為

(a, d)-antimagic labeling。如果圖 G有 (a, d)-antimagic labeling，則我們稱 G是

(a, d)-antimagic。( Lin, Miller, Simanjuntak, Slamim[28]稱其 (a, d)-vertex-antimagic

edge labeling)。

Bodendick和Walther[5][6]證明了Herschel graph不是 (a, d)-antimagic並獲得了

數種不同的 (a, d)-antimagic labeling圖正面與負面的結果，稱為 parachutes Pg,p。

Bača與Holländer[3]提出了 Cn×P2為 antimagic labeling的必要條件:當 n是偶數

d = 1, a = (7n+4)/2或 d = 3, a = (3n+6)/2，當 n是奇數 d = 2, a = (5n+5)/2

或 d = 4, a = (n+7)/2。Bodendiek與Walthe[7]，猜想當 n是偶數Cn×P2(n > 3)

是 ((7n + 4)/2, 1)-antimagic，當 n是奇數時 Cn × P2(n > 3)是 ((5n + 5)/2, 2)-

antimagic。而這些猜想被驗證於 Bača與 Holländer[3]，更進一步的證明出，當

n是偶數 Cn × P2(n > 3)是 ((3n + 6)/2, 3)-antimagic。Bača與 Holländer[3]，猜

想當 n是最小為 7的奇數時，Cn × P2是 ((n+ 7)/2, 4)-antimagic。Bodendiek與

Walthe[7]也猜測 Cn×P2(n > 7)是 ((n+7)/2, 4)-antimagic。Miller與 Bača [30]，

證明 generalized Petersen graph P (n, 2) 是 ((3n + 6)/2, 3)-antimagic 對於 n ≡ 0

(mod 4), n > 8，以及猜想 P (n, k)是 ((3n + 6)/2, 3)-antimagic對所有的 n為偶

數，且 2 ≤ k ≤ n/2−1。對於這個猜想，於 Xu, Yang, Xi, Li[44]證明出 k = 3。

Jirimutu與Wang證明了 P (n, 2)是 ((5n + 5)/2, 2)-antimagic對於 n ≡ 3 (mod 4),

n > 7。Xu, Xu, L¨u, Baosheng,Nan[45]證明了 P (n, 2)是 ((3n+ 6)/2, 2)-antimagic

對於 n ≡ 2 (mod 4), n > 10。Xu, Yang, Xi, Li[44]表示 P (n, 3)是 ((3n + 6)/2, 3)-

antimagic對所有偶數 n > 10，此外也提出了 P (n, 3)是 (3n + 6/2, 3)-antimagic

對於 n ≡ 0 (mod 4), n > 8。在 Lingqi, Linna, Yuan[46]證實了 generalized Petersen

graph P (n, 3)是 (5n+ 5/2, 2)-antimagic對所有奇數 n > 7。

Lemma 1.2.2. (Parity Checking Lemma)，G是一個 (a, d)-antimagic graph則會有

有幾個必要條件:
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• 如果 a是偶數且 d是偶數，則所有的點標號都是偶數。

• 如果 a是偶數且 d是奇數，則點的標號一半是偶數一半是奇數。

• 如果 a是奇數且 d是奇數，則所有的點標號都是奇數。

• 如果 a是奇數且 d是奇數，則點的標號一半是偶數一半是奇數。

1.3 (a, 1)-Antimagic Labeling

接下來我們會討論在不同圖形中的 (a, 1)-antimagic labeling，並找出其一般性。

Definition 1.3.1. 圖 G = (V,E)，定義一個一對一的函數，將邊做標號 f :

E → {1, 2, · · · , |E|}，可繪製出另一函數，將所有點相鄰的邊的標號相加，

f+(v) = Σ{f(uv) | uv ∈ E(G)}，且 f+(V ) = {a, a+1, a+2, · · · , a+(| V | −1)}，

則我們稱其為 (a, 1)-antimagic labeling。(見 Figure 1.3)
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Figure 1.3: C3&C7 is (a, 1)-antimagic

如果一圖是 (a, 1)-antimagic，則其必也是 antimagic。

Bodendie與Walther[8]，證明了 P2k+1 是 (k, 1)-antimagic; C2k+1 是 (k + 2, 1)-

antimagic; 奇數點的 tree(頂點為 2k + 1, k > 1) 是 (k, 1)-antimagic。J. Ivančo, A.

Semaničová[19]提出了一個 2-regular graph如果是 super edge-magic，則若且唯

若也會是 (a, 1)-antimagic。做為一個推論我們有以下這些圖為 (a, 1)-antimagic:

最少為 3的奇數 n，kCn;最少為 6的偶數 n，k(C3 ∪ Cn);最少為 5的奇數 n
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，k(C4 ∪ Cn);最少為 4的偶數 n，k(C5 ∪ Cn);最少為 6的偶數 m及大於等於

m/2+2的奇數 n，k(Cm∪Cn)。延續Kovář想法，他們證明了如果H是從一個

(a, 1)-antimagic G任意增加 2k-factor而成，則H 也是 (a, 1)-antimagic。做為推論

他們觀察到以下的圖是（a, 1）-antimagic:奇數頂點的 circulant graphs;奇數頂點

的 2r-regular Hamiltonian graphs;奇數頂點 n且小於 4r的 2r-regular graphs。他們

進一步的表示，如果G是一個有奇數頂點 n且 n−r−1整除 a+n(1+r−(n+1)/2)

的 (a, 1)-antimagic r-regular graph，則 G ⊕ K1 是 supermagic。做為這一結果的

推論，如果 G 是一個 (n−3)-regular 對於 n 為大於 7 的奇數或是 G 是一個

(n−7)-regular 對於 n 為大於 15 的奇數，則 G ⊕ K1 是 supermagic。Vilfred 與

Florida[38]，證實了 the one-sided infinite path是 (1, 2)-antimagic;對任意 a與 d，

P2n不是 (a, d)-antimagic;P2n+1是 (n, 1)-antimagic;C2n+1有 (n+ 2, 1)-antimagic la-

beling;一個 2-regular graph G是 (a, d)-antimagic，則若且唯若 |V (G)| = 2n+ 1且

(a, d) = (n+2, 1)。Javaid, Ismail, and Salman[20]，證明了Cordal RingsCRn(1, 3, 7)

和 CRn(1, 5, n−1)有 (a, d)-antimagic labelings，對於 n ≡ 0mod 4。他們也推測對

於奇整數 △, 3 ≤ △ ≤ n−3且 n ≡ 0 mod 4，CRn(1,△, n − 1)有 ((7n + 8)/4, 1)-

antimagic labeling。

我們稱呼一 p個點 q個邊的圖為 (p, q)− graph。

Lemma 1.3.2. 如果一個 (p, q)-graph 為 (a, 1)-antimagic labeling，則 q(q + 1) =

pa+ (p−1)p
2

.

Proof. 2(1 + 2 + · · ·+ q) = a+ (a+ 1) + · · ·+ (a+ p−1)

⇒ q(q + 1) = pa+ (p−1)p
2
。

Corollary 1.3.3. 一個 (p, q)-graph是一個 (a, 1)-antimagic labeling，且 p = q，則

p必然是奇數。

Lemma 1.3.4. G 為一個 p 個點 q 個邊的 regular graph 且有 (a, 1)-antimagic la-

beling。若 G 是 odd regular 則 p ≡ 0(mod 4)，反之 G 是 even regular 則 p ≡

1(mod 2)。
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1.3.1 Adding Arbitrary 2-Factor

圖 G的 k-factor，即指 G的一個 k-regular生成子圖。

由 J. Ivančo, A. Semaničová, 2006[19]我們確認 (a, 1)-antimagic加上任意偶數

factor還是 (a, 1)-antimagic:

Lemma 1.3.5. ( J. Ivančo, A. Semaničová, 2006)

G 是一個 (p, q)-graph，H 是由 G 任意加上 2k-factor 所形成的圖，如果 G 是

(a, 1)-antimagic，則 H 必也是 (a, 1)-antimagic。

Proof. 我們將圖 G的邊做編號 1, 2, · · · , q，不失一般性的我們可以知道 (a, 1)-

antimagic 圖 G 其每個點的總合為 a < a + 1 < · · · < a + p−1，並將其命名

v1, v2, · · · , vp，用數學歸納法我們只需要驗證，加入 2-factor F 到一個 (a, 1)-

antimagic圖 G。我們分配方向給 2-factor F 使其每個連接部位流動的方向，不

是順時針就是逆時針。根據給定的方向，令傳出點 w 的邊標號為 f out(w)傳入

點 w的邊標號為 f in(w)，

f out(vi) = a+ p+ q − (a+ i− 1), 1 ≤ i ≤ p

藉由 f out(w)的定義，我們可以看出點的總和為

(a+ i− 1) + f out(vi) + f in(vi) = a+ p+ q + f in(vi), 1≤ i ≤ p

因傳出邊的的標號是一對一對應傳入邊的標號，所以點總和是連續的整數。也

證明了其為 (a, 1)-antimagic。(見 Figure 1.4)
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Figure 1.4: C5加入 2-factor變成為K5

一個圖形有 Hamiltonian cycle則我們稱圖形為 Hamiltonian。我們在這節表示

了偶數 regular的 Hamiltonian圖，都是 antimagic。首先我由 [19]知道有奇數個

點的偶數 regular的 Hamiltonian圖都是 (a, 1)-antimagic。

Theorem 1.3.6. 如果 G是一個 2k-regular,k ≥ 2且有奇數個點個的 Hamiltonian

圖，則 G是 (a, 1)-antimagic。

Theorem 1.3.7. 如果 G是一個 2k-regular,k ≥ 2且有偶數個點個的 Hamiltonian

圖，則 G是 antimagic。

Proof. G是一個 2k-regular, k ≥ 2,且有偶數個點個的 Hamiltonian，Fi是 2-factor,

1 ≤ i ≤ k，令 G = F1

⊕
F2

⊕
F3 · · ·

⊕
Fk，不失一般性的我們假設 F1 是一個

G 內的 Hamiltonian cycle。編號標法如之前，在 Hamiltonian cycle F1，我們令

f(vivi+1) =
i+1
2
如果 i是奇數，反之 i是偶數我們令 f(vivi+1) =

i
2
+ n

2
，注意這種

標法有唯一一對點的和具有矛盾，f+(v1) = f+(vn
2
+1) = n+ 1。而我們將 f+(v1)

額外加上 n
2
使其成為公差為一的等差數列來解決這問題。我們定義 fake的點和

為 f̂+。

然後像以前一樣，我們可以遞迴地標記 G，並獲得通用等差級數算出頂點的總

和為 (2k2−1)n
2

+ r + i, i = 1, 2, · · · , n，則 f̂+(v1) =
(2k2−1)n

2
+ k + 1 = f+(v1) +

n
2
。

接下來我們可以分為兩種情況:

Case 1 : (2k2−1)n
2

+k+1 ≤ f̂+(v1) <
(2k2−1)n

2
+k+1+ n

2
，則 f+(v1) <

(2k2−1)n
2

+k+1

與其他點的和一起來看可以得知 f 是 antimagic。
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Casx 2 : (2k2−1)n
2

+k+1+ n
2
≤ f̂+(v1) <

(2k2−1)n
2

+k+1+n，則 (2k2−1)n
2

+k+1 ≤

f+(v1) <
(2k2−1)n

2
+ k + 1 + +n

2
，會在某些點發生矛盾，f (v1) = f (vr)，我

們將 v1v2的邊標號與 F2的 vavb邊標號做交換，這會有兩個可能:

sub-case 2.1 : v2 ̸= vr，在這個情況下 v1v2 與 vavb 互斥，首先要注意讓

f(vavb) ≥ n+ 1，而 f+(v1)和 f+(v2)最少同時增加 n，這樣使 f+(v1)

和 f+(v2)都不相同，且都大於
(2k2−1)n

2
+ k+ n。令一方面，f+(va)和

f+(vb)最少同時減少 n. 使其不相同且 < (2k2−1)n
2

+ k+1. 因此使其具有

antimagic的特性.

sub-case 2.2 : v2 = vr，則我們直接交換 v1v2 的邊標號與 vavb 的邊標號，

在這情況下 v2 = va 或 vb，這裡暫且說 v2 = va，可以得知 f+(v2)保

持不變。f+(v1) >
(2k2−1)n

2
+ k + n且 f+(Vb) <

(2k2−1)n
2

+ k + 1，則標

號形成了 antimagic。

1.3.2 Super/E-Super Vertex Magic Total Labeling

1963年，Sedláček [31]提出了 magic labeling的概念。G是一個有 q 個邊的圖，

如果我們將編做 {1, 2, 3, · · · , q}，使點所接觸的所有邊的數字和為一定值，則我

們稱 G是 magic。1990年 MacDougall, Miller, Slamin, Wallis[22]，提出了 vertex

magic total labeling的概念，研究了 vertex magic graphs的基本性質，並提出了一

些擁有 vertex magic total labeling的圖:

Definition 1.3.8. G 是一個有 p 個點 (=| V (G) |)、q 個邊 (=| E(G) |) 的有限

simple graph，令一個 bijection 的函數 f : V (G) ∪ E(G) → 1, 2, 3, · · · , p+ q，

∀u ∈ V (G)，使 f(u) + Σuv∈E(G)f(uv) = k，k 為一常數定值，則我們稱其

為 vertex magic total labeling，並且我們稱 k 為 magic constant。此外，如果

f(V ) = 1, 2, 3, · · · , p，則我們稱為 super vertex magic total labeling，G則稱呼為

(super) vertex-magic。

McQuillan[11]提供了許多 vertex-magic total labelings於 cyclesCnk (k ≤ 3,奇數

n ≤ 3)使用給定的 vertex-magic labelings於Ck。Gray, MacDougall, Wallis[12]，之

後簡單的證明了所有的完全圖 (complete graphs)是 vertex-magic total。Kothapalli,
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Venkaiah[25]，以另一方法證明所有的完全圖 (complete graphs) 是 vertex-magic

total。

自有了這樣的概念後，已有好幾個特定的圖有了 vertex magic total labeling的研

究結果。例如MacDougall et al[22]證實，n ≥ 3的 Cn、n ≥ 2的 Pn 以及奇數點

的Kn，和 n > 1的Kn,n，都有 vertex magic total labeling，也證實了 n > m+ 1，

Km,n 沒有 vertex magic total labeling。他們猜想對所有 m，Km,m+1 與 n ≤ 3的

Kn 有 vertex magic total labeling。Bača, Miller與 Slamin[2]證實了所有 n ≥ 3且

1 ≤ m ≤ ⌊n−1
2
⌋的 generalized Petersen graph P (n,m)有 vertex magic total labeling，

並算出常數 k = 9n+ 2,10n+ 2及 11n+ 2。於 2007年 Gray[17]研究這種標記在

regular graphs。

這些研究完成已知的有 vertex magic total labeling 的圖，我們可以參考

[21][17][15][32][29] 大部分的研究研究都是在連通圖上，關於不連通的圖，

Wallis證實了以下定理:G是一個 degree為 r 的 regular graph，G有 vertex magic

total labeling。(i)如果 r是偶數，t為奇正數，則 tG有 vertex magic total labeling。

(ii)如果 r是奇數，t為任意正整數，則 tG有 vertex magic total labeling。

MacDougall, Miller,Sugeng[23]，定義了 super vertex-magic total labeling:G(V,E)

有一 vertex-magic total labeling f 且 f(V ) = {1, 2, · · · , |V |}f(E) = {|V |+ 1, |V |+

2, · · · , |V | + |E|}。他們表明了一個 (p, q)-graph 有 magic constant k 的 super

vertex-magic total labeling 滿足以下條件:k = (p + q)(p + q + 1)�v−(v + 1)�2;

k > (41p + 21)�18; 如果 G 是 connected, k > (7p−5)�2; 如果 p 為奇數 p 除

q(q + 1)，反之 p 為偶數則除 2q(q + 1); 如果 G 有偶數個點則 p ≡ 0 (mod 8)

且 q ≡ 0 或 3 (mod 4) 抑或是 p ≡ 4 (mod 8) 且 q ≡ 1 或 2 (mod 4)。他們也

表示奇數圈 Cn 有 super vertex-magic total labeling，degree為 1的 no wheel, lad-

der, fan, friendship graph, complete bipartite graph or graph有 super vertex-magic total

labeling。

關於 VMTL與 super VMTL的一些圖形調查可看 Figure1.5、1.6。
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Figure 1.5: Mini-Survey on VMTL(vertex magic total labeling)from Gallian[21]

Figure 1.6: Mini-Survey on Super VMTL from Gallian[21]

2006年，Slamin et al.[32]研究部分不連通的圖。2012年，Marimuthu et al.[15]

研究 E-super vertex magic labeling，和 Harary graphs Hm,n。Wang, T. M.[39] 研

究偶數 regular graphs 含 particular 2-factors 的 E-super vertex magic labeling。也

於 2013年 [40]，研究 disjoint union of sun graphs的 super vertex magic labeling。

Tao−Ming Wang, Chun−Nan Hung ,Ming−I Chia, Guang−Hui Zhang[47] 研究了

Chordal RingsCRn(1,△, n − 1) 是 super vertex magic total labeling 只要符合條件

n ≡ 0 (mod 4)且 3 ≤△≤ n− 3:

Definition 1.3.9. n為一個偶正數且 n ≥ 3, a、b、c是 3個相異得正整數，n個點

的 Chordal Rings CRn(a, b, c)表示所有的偶數點 i與 i+ a、i+ b、i+ c做相連，

I ∈ Zn。
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Theorem 1.3.10. Chordal RingsCRn(1,△, n−1)是 super vertex magic total labeling

且magic constant為 23n
4
+2，只要△符合 3 ≤△≤ n−3且為奇數和 n≡ 0(mod4)。

Proof. 我們令 CRn(1,△, n− 1)的點集合為 {v1, v2, v3, · · · , vn}邊集合為 {vivi+1 :

1 ≤ i ≤ n} ∪ {vivi+△ : 1 ≤ i ≤ n,n ≡ 0(mod2)}，是圓外側上的邊聯集園內的弦。

我們對點做編號 {1, 2, 3, · · · , 4m}，相對的邊做編號 {4m + 1, 4m + 2, · · · , 6m}，

這個證明我們可分成兩種情況，分別為 △ ≡ 3 (mod 4)和 △ ≡ 1 (mod 4)

Case 1 △ ≡ 3 (mod 4)

我們先對園外側上的邊做編號如下:

f(vivi+1) =



8m+ 3+i
4
∈ [8m+ 1, 9m], 1≡ 1 (mod 4)

6m+ 2−i
4
∈ [5m+ 1, 6m], 1≡ 2 (mod 4)

5m+ 3−i
4
∈ [4m+ 1, 5m], 1≡ 3 (mod 4)

6m+ i
4
∈ [6m+ 1, 7m], 1≡ 4 (mod 4)

再對園內的弦作編號:

f(vivi+△) =

 15m+ 1− f(vi+△−1vi+△) ∈ [9m+ 1, 10m], 1≡ 0 (mod 4)

14m+ 1− f(vi+△−1vi+△) ∈ [7m+ 1, 8m], 1≡ 2 (mod 4)

接著令 wt(v)為所有與 v相連的邊標號總和，Σ{f(uv), u ∈ N(v)}，經過簡

單的計算我們可得:

{wt(vi) : 1 ≤ i ≤ n, n ≡ 1 (mod 4)=[22m+ 2, 23m+ 1]

{wt(vi) : 1 ≤ i ≤ n, n ≡ 2 (mod 4)=[21m+ 2, 22m+ 1]

{wt(vi) : 1 ≤ i ≤ n, n ≡ 3 (mod 4)=[19m+ 2, 20m+ 1]

{wt(vi) : 1 ≤ i ≤ n, n ≡ 0 (mod 4)=[20m+ 2, 21m+ 1]

則我們可以得知 {wt(v) : 1 ≤ i ≤ n }=[19m+ 2, 23m+ 1]。(見 Figure1.7)

Case 2 △ ≡ 1 (mod 4)

我們先對園外側上的邊做編號如下:
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Figure 1.7: CR20(1,7,19)&CR12(1,3,11)

f(vivi+1) =



6m+ 3+i
4
∈ [6m+ 1, 7m], 1≡ 1 (mod 4)

5m+ 2−i
4
∈ [4m+ 1, 5m], 1≡ 2 (mod 4)

6m+ 3−i
4
∈ [5m+ 1, 6m], 1≡ 3 (mod 4)

8m+ i
4
∈ [8m+ 1, 9m], 1≡ 4 (mod 4)

再對園內的弦作編號:

f(vivi+△) =

 14m+ 1− f(vi+△vi+△+1) ∈ [7m+ 1, 8m], 1≡ 0 (mod 4)

15m+ 1− f(vi+△vi+△+1) ∈ [9m+ 1, 10m], 1≡ 2 (mod 4)

方法一樣，我們可以得 wt(v):

{wt(vi) : 1 ≤ i ≤ n, n ≡ 1 (mod 4)=[22m+ 2, 23m+ 1]

{wt(vi) : 1 ≤ i ≤ n, n ≡ 2 (mod 4)=[20m+ 2, 21m+ 1]

{wt(vi) : 1 ≤ i ≤ n, n ≡ 3 (mod 4)=[19m+ 2, 20m+ 1]

{wt(vi) : 1 ≤ i ≤ n, n ≡ 0 (mod 4)=[21m+ 2, 22m+ 1]

則我們可以得知 {wt(v) : 1 ≤ i ≤ n }=[19m+ 2, 23m+ 1]

最後，由這兩個 Case我們都得到:1 ≤ i ≤ 4m , f(vi) = 23m+ 2− wt(vi)
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由此我們可以很清楚的知道 f 是 super vertex magic total labeling，且 magic

constant為 23n
4

+ 2。(見 Figure1.8)
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Figure 1.8: CR20(1,9,19)&CR12(1,5,11)

Conjecture. t個不交集的 chordal rings CRn1(1,△1, n1−1)∪CRn2(1,△2, n2−1)∪

· · · ∪ CRni
(1,△i, n− 1)，3 ≤△i≤ ni − 3，△i為奇數且 ni ≡ 0(mod4)，1 ≤ t ≤ t，

是否為 super vertex magic total labeling.

我們有以下例子的猜想:
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近期來的一些關於標號的研究如Marimuthu et al.[15][14]及Wang, T. M.[41]，

研究了 E-super vertex magic labeling的一些基本性質與部分擁有 E-super vertex

magic labeling的圖形。已下我們正式定義它:

Definition 1.3.11. G 是一個有 p 個點 (=| V (G) |)、q 個邊 (=| E(G) |) 的有限

simple graph，令一個 bijection 的函數 f : V (G) ∪ E(G) → 1, 2, 3, · · · , p+ q，

∀u ∈ V (G)，使 f(u) + Σuv∈E(G)f(uv) = k，k 為一常數定值，則我們稱其

為 vertex magic total labeling，並且我們稱 k 為 magic constant。此外，如果

f(E(G)) = 1, 2, 3, · · · , q，則我們稱為 E-super vertex magic total labeling，G則

稱呼為 E-super vertex-magic。

The cocktail party graph,Hm,n (m,n > 2),將點集合 V : {v1, v2, · · · , vmn}均分成

大小為 m的 n個獨立集合 V : {I1, I2, · · · , In}這樣對所有的 i, j ∈ {1, 2, · · · ,mn}

i ∈ Ip, j ∈ Iq, p ̸= q ，vivj ∈ E。該圖 Hmn 是是階梯圖的補體和超立方體的對

偶圖。Marimuthu與 Balakrishnan [15]定義了這種標號的一些基本性質，並證明

了 Hmn 是 E-super vertex magic。Wang, T. M.[41] 表示了: 奇數個頂點數的偶數

regular Hamiltonian graphs是 E-super magic;由奇數個相同大小的奇圈組成含有
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2-factor奇數頂點的偶數 regular graphs是 E-super vertex magic;一個圖可分成兩

個 spanning graphs的和，且其中一個為 E-super magic而另一個為 regular of even

degree則有 E-super vertex magic;奇數個頂點的 circulant graphs是 E-super vertex

magic。Swaminathan 與 Jeyanthi[37] 證明了奇數個奇圈 mCn 是 E-super vertex

magic。

Theorem 1.3.12. [37] G = (V,E)是一個有 p個點 (=| V (G) |)、q個邊 (=| E(G) |

) 的圖。若 G 存在個 E-super vertex magic labeling f，則若且唯若存在一個

一對一的 edge labeling g : E → {1, 2, · · · , q} ，這樣頂點和的集合 {w(v) =

Σv∈N(u)g(uv) : u ∈ V }會是連續整數。

Proof. 如果 f 是一個 E-super vertex magic labeling，則 f(E) = {1, 2, · · · , q}且對

任意 u ∈ V，f(u) + Σv∈N(u)f(uv)為常數 k。很明顯的對任意 uv ∈ E g(uv) =

f(uv)，,由於 f(V ) = {q + 1, q + 2, q + 3, · · · , q + p}，頂點和的集合為 {k − (q +

1), k− (q+2), k− (q+3), · · · , k− (q+ p)}是連續整數。反過來說，如果 G符合

edge labeling g : E → {1, 2, 3 · · · , q}使得 {w(v) = Σv∈N(u)g(uv) : u ∈ V }，則頂

點和的集合為連續整數 {a, a+1, a+2, · · · , a+p−1}，我們可以擴展 g到 E-super

vertex magic labeling f 以已下規則，對任意 e ∈ E f(e) = g(e)，接著分配對任意

u ∈ V f(u) = p+q+a−Σv∈N(u)g(uv)，得到 f(V ) = {q+1, q+2, q+3, · · · , q+p}，

f(u) + Σv∈N(u)f(uv)為一常數，因此 f 是一個 E-super vertex magic labeling。

由上述定理可以得知 E-super vertex magic等價 (a,1)-antimagic。

Theorem 1.3.13. 對任意 regular graph G，若符合以下其中一項則其他也會符合

• G是 super vertex magic。

• G是 (a, 1)-antimagic。

• G是 E-super vertex magic。

Proof. 令 G = (V,E)唯一個有 p個點 q個邊的 n-reqular圖，我們可為兩個情況:
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Case 1 如果 f是一個 super vertexmagic labeling，則 f : V (G)∪E(G)→ {1, 2, 3, · · · , p+

q}，∀u ∈ V (G)，使 f(u)+Σuv∈E(G)f(uv)為常數 k，且 f(V ) = {1, 2, · · · , p}，

Σuv∈E(G)f(uv) 所以我們知道頂點所有鄰近邊的和集合為 {k − 1, k −

2, · · · , k − p}，我們令一函數 g 將邊標號全部平移減 p，則 g(E) =

{1, 2, · · · , q}而頂點所有鄰近邊的和集合為 {k− 1− np, k− 2− np, · · · , k−

p− np}的連續整數。可看出 g為 (a, 1)-antimagic labeling。

Case 2 G為 (a, 1)-antimagic不失一般性的我們將邊標號 {1, 2, · · · , q}，而頂點

鄰境的邊標號總和為連續整數 {a, a + 1, · · · , a + p − 1}，如果我們令一函

數 g將邊標號全部平移加上 p，則 g(E) = {p + 1, p + 2, · · · , p + q}而頂點

和為連續整數 {a + np, a + 1 + np, · · · , a + p − 1 + np}，我們可以擴展 g

到 super vertex magic labeling f，對任意 e ∈ E f(e) = g(e)，接著分配對任

意 u ∈ V f(u) = p + np + a− Σv∈N(u)g(uv)，得到 f(V ) = {1, 2, 3, · · · , p}，

f(u) + Σv∈N(u)f(uv)為一常數，因此 f 是一個 super vertex magic labeling。

由 Case1Case2 可知 regular graph G 是 super vertex magic，則 G 也會是 (a, 1)-

antimagic再藉由 Theorem1.3.12 G也會是 E-super vertex magic。

Lemma 1.3.14. [37]如果一個擁有 p個點 q 個邊的圖 G是為一個 E-super vertex

magic total labeling則 magic constant k = q + p+1
2

+ q(q+1)
p
。

Theorem 1.3.15. [41] G是一個 E-super vertex magic total labeling且H 為 V (G)上

任意 2-factor，則 G ∪ H 仍然是 E-super vertex magic total labeling。
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Chapter 2

Results of (a,1)-Antimagic Labeling

and Deficiency Problems

2.1 (a, 1)-Antimagic Labeling and Deficiency for Odd

Regular Graphs

基於 Petersen’s Theorem，任意 even regular graph可由 2-factors組成。

Theorem 2.1.1. ( J. Petersen, 1891[24])任意 2r-regular graph有 2k-factor對任意

正整數 k，0 < k < r。

以及 I. D. Gray[18] 提出了猜想: 奇數點的 2-regular graph 有 (a, 1)-antimagic

labeling 除了 C3 ∪ C4，3C3 ∪ C4，2C3 ∪ C5。再根據之前結果 (a, 1)-antimagic

graph加上任意 2-factors還是 (a, 1)-antimagic，所以我們特別研究的在 2-regular

和 3-regular的（a，1）-antimagic標號問題。

而在研究過程中，我發現了文章 E-Super Vertex Magic Regular Graphs of Odd

Degree[48]中有出錯在此將其修正。
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2.1.1 Quasi-Prism of Type I and Type II

我們知道 3-regular graph擁有偶數個頂點，我們定義一類特定的 3-regular graph

是由 1-factor和 2-factor組成兩個相同大小的 2-regular子圖，如下:

Definition 2.1.2. quasi-prism G(U, V )是一個擁有 2k 個點的 3-regular graph，由

不相交並聯的 1-factor 和兩個 2-regular 子圖 U = {u1, u2, u3, · · · , uk} 和 V =

{v1, v2, v3, · · · , vk}組成。(如 Figure2.1)

2-factor 1-factor 2-factor

Figure 2.1: A Quasi-Prism Graph

著名的 generalized Petersen graphs GP (n, k)就是一個由兩個子圖 U和 V組成

的 quasi-prisms G(U, V )。

Definition 2.1.3. 令 k 為一個 1 ≤ k ≤ ⌊n−1
2
⌋ 的整數且 n ≥ 3，generalized Pe-

tersen graph GP (n, k)定義 V (GP (n, k)) = {ui, vi|1 ≤ i ≤ n}和 E(GP (n, k)) =

{uiui+1, vivi+1, uivi|1 ≤ i ≤ n}，其中下標取 modulo n。(Figure 2.2) 我們稱

u1, u2, u3, · · · , ui在 outer cycle上 v1, v2, v3, · · · , vi在 inner cycle上。
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Figure 2.2: Examples of generalized Petersen graphs

首先我們稱呼以下這類 quasi-prisms 有 E-super vertex magic total labeling 為

quasi-prisms of type I:

Theorem 2.1.4. G為一有 4m個頂點的 quasi-prismsG(U, V ) (由頂點集合 U ∪V，

U = {u1, u2, · · · , u2m}和 V = {v1, v2, · · · , v2m}的 3-regular graph)，如果其中一

子圖都是偶數圈組成則 G是一個 E-super vertex magic total labeling，我們歸類 G

為 quasi-prism of type I。

Proof. G為一有 4m個頂點的 quasi-prisms G(U, V )，則 G擁有 6m個邊。為使

其成為 E-super vertex magic total labeling，我們將邊編號 {1, 2, 3, · · · , 6m}。不

失一般性我們令 Gu 為 t 個偶數圈組成的 bipartite 2-regular graph U (頂點數為

n1, n2, · · · , nt)，Gv 是令一個 2-regular graph V，因此我們命名 Gu 的點為 {ui
j :

1 ≤ j ≤ ni, 1 ≤ i ≤ t}，表示為第 i個偶數圈裡的第 j 個頂點，我們將邊分成 3

個部分，亦即 perfect matching Emat (E(Gu) = {ui
ju

i
j+1 : 1 ≤ j ≤ ni, 1 ≤ i ≤ t})，

而我們通過 perfect matching命名 Gv 的點為 {vij : 1 ≤ j ≤ ni, 1 ≤ i ≤ t}。此外我

們定義對所有 2 ≤ i ≤ t，σi =
1
2
Σi−1

j=1且 σ1 = 0。

Case 1 我們編號 E(Gu) 為 1, 2, · · · ,m ∪ 5m+ 1, 5m+ 2, · · · , 6m 如以下公式:

1 ≤ j ≤ ni, 1 ≤ i ≤ t

f(ui
ju

i
j+1) =

 6m+ 1− ( j
2
+ σi), j ≡ 0 (mod 2)

j+1
2

+ σi, j ≡ 1 (mod 2)
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Case 2 我們編號 perfect matching Emat = {ui
ju

i
j+1 : 1 ≤ j ≤ ni, 1 ≤ i ≤ t} 為

{m+1,m+2, · · · , 3m}，(vij是 ui
jmatching對應的點): 1 ≤ j ≤ ni, 1 ≤ i ≤ t

f(ui
jv

i
j) =

 m+ j
2
+ σi, j ≡ 0 (mod 2)

3m− ( j−1
2

+ σi), j ≡ 1 (mod 2)

w(ui
j) 表示為頂點 ui

j 所有鄰近的邊的編號總和，則 w(ui
j) = f(ui

jv
i
j) +

f(ui
ju

i
j+1) + f(ui

ju
i
j−1)，其中下標取 modulo ni。則 Gu的頂點 ui

j 的頂點和

編號為 {7m+ 2, 7m+ 3, · · · , 9m+ 1}

Case 3 接下來將剩下的 {3m + 1, 3m + 2, · · · , 5m}編入 E(Gv)。首先我們先決

定編入 Gv 的每個圈的編號方向為順時鐘或逆時鐘。依據設定的方向我們

以 ein(v
i
j)表示為流入點 vij 的邊編號，eout(v

i
j)表示為流出點 vij 的邊編號

(vij ∈ V (Gv)),我們依照以下的方法做編號:

1 ≤ j ≤ ni, 1 ≤ i ≤ t

ein(v
i
j) = 6m+ 1− f(ui

jv
i
j)

所有鄰近的邊的編號總和 w(vij) = f(ui
jv

i
j) + ein(v

i
j) + eout(v

i
j)，則可以輕易

的看出 (Gv)頂點和標號為 {9m+2, 9m+3, · · · , 11m+1}。綜合所有以上的

Case得到所有 w(ui
j)和 w(vij)為連續整數 {7m+ 2, 7m+ 3, · · · , 11m+ 1}，

藉由 Theorem 1.3.12我們可以得知 G是 E-super vertex magic total labeling。

(見 Figure2.3)
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Figure 2.3: Example of Quasi-Prism of Type I

Corollary 2.1.5. t為正整數 n為偶數，則 quasi-prism tGP (n, k)屬於 quasi-prism

of type I，是 E-super vertex magic total labeling。

Proof. n偶數的 quasi-prismGP (n, k)明顯的是屬於 quasi-prism of type I，其 outer

cycle為一偶圈。因此 tGP (n, k)有任意正整數 t與偶數 n，會屬於 quasi-prism of

type I，且藉由 Theorem 2.1.4我們知道符合 E-super vertex magic total labeling。

Theorem 2.1.6. G是一個由兩個相同點數且不相交的 quasi-prisms G(Ua, Va) and

G(Ub, Vb)組成的 3-regular graph，則G為一個 E-super vertex magic total labeling。

我們歸類 G為 quasi-prism of type II。

Proof. 令 G 是一個由兩個相同點數且不相交的 quasi-prisms Ga = (Ua, Va) and

Gb = G(Ub, Vb)組成的 3-regular graph，V (Ga)=Ua ∪ Vb且 Ua = {u1, u2, · · · , um}、

Vb = {v1, v2, · · · , vm}，一樣地 V (Gb) = Ub ∪ Vb 且 Ub = {um+1, um+2, · · · , u2m}、

Vb = {vm+1, vm+2, · · · , v2m}。我們分別以G[Ua], G[Va], G[Ub], G[Vb]表示Ua, Va, Ub, Vb

這些 2-regular 子圖。因此，可以看出有 4m 個點 6m 個邊，我們將邊編號

{1, 2, 3, · · · , 6m}，並使所有點的鄰近邊編號總和為連數整數，藉由 Theorem

1.3.11 可使其成為 E-super vertex magic total labeling。我們講 G 的邊集合分成

幾個部分，G[Ua], G[Va], G[Ub], G[Vb]的邊集合以及 Ga 和 Gb 的 perfect matching

Emat = Ea
mat ∪ Eb

mat = {uivi : 1 ≤ i ≤ m} ∪ {uivi : m+ 1 ≤ i ≤ 2m}。
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Case 1 先從 Ga和 Gb的 perfect matching開始編號，編入 {1, 2, · · · ,m} ∪ {5m+

1, 5m+ 2, · · · , 6m}，方法如下:

對於邊 Ea
mat = {uivi : 1 ≤ i ≤ m}

f(uivi) = i, 1 ≤ i ≤ m

對於邊 Eb
mat = {uivi : m+ 1 ≤ i ≤ 2m}

f(uivi) = 4m+ i,m+ 1 ≤ i ≤ 2m

Case 2 開始對 G[Ua]和 G[Ub]編號

首先我們先決定編入 G[Ua]和 G[Ub]的每個圈的編號方向為順時鐘或逆時

鐘，依據設定的方向我們以 ein(ui)表示為流入點 ui 的邊編號，eout(ui)表

示為流出點 ui的邊編號。

For ui ∈ Ua, 1 ≤ i ≤ m

ein(ui) = 5m+ 1− f(uivi)

For ui ∈ Ub,m+ 1 ≤ i ≤ 2m

eout(ui) = 7m+ 1− f(uivi)

w(ui) 表示為頂點 ui ∈ Ua ∪ Ub 所有鄰近的邊的編號總和，則 w(ui) =

ein(ui) + f(uivi) + eout(ui)。因此我們得到所有頂點 ui ∈ Ua ∪ Ub 的頂點和

編號為 {8m+ 2, 8m+ 3, · · · , 10m+ 1}。

Case 3 最後對G[Va]和G[Vb]編號如同上一步方法我們先決定編入G[Va]和G[Vb]

的每個圈的編號方向為順時鐘或逆時鐘，依據設定的方向我們以 ein(vi)表

示為流入點 vi的邊編號，eout(vi)表示為流出點 vi的邊編號。

For vi ∈ Va, 1 ≤ i ≤ m

ein(vi) = 4m+ 1− f(uivi)

For vi ∈ Vb,m+ 1 ≤ i ≤ 2m

eout(vi) = 6m+ 1− f(uivi)

w(vi) 表示為頂點 vi ∈ Va ∪ Vb 所有鄰近的邊的編號總和，則 w(vi) =

ein(vi) + f(uivi) + eout(vi)。因此我們得到所有頂點 vi ∈ Va ∪ Vb的頂點和編

號為 {7m+ 2, 8m+ 3, · · · , 8m+ 1} ∪ {10m+ 2, 10m+ 3, · · · , 11m+ 1}。

23



由 Case 2 Case 3可以得知頂點和為連續整數 {7m+2, 7m+ 3, · · · , 11m+ 1}，且

藉由 Theorem .1.3.12我們知道符合 E-super vertex magic total labeling。(見 Figure

2.4)
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Figure 2.4: Example of Quasi-Prism of Type II

Corollary 2.1.7. G為偶數個不相交的 generalized Petersen graphs 2tGP (2m+1, 1)

( t為正整數且m ≥ 1 )，則 G符合 E-super vertex magic total labeling。

Proof. 2GP (2m+ 1, 1)屬於 quasi-prism of type II，藉由 Theorem 2.1.6我們得知，

存在任意正整數 t且 m ≥ 1使得 G = 2tGP (2m+ 1, 1)符合 E-super vertex magic

total labeling。

Harary graph Hm,n 是一個擁有最小邊數，n 個點 m-connected graph 的例

子。2012年，G. Marimuthu與M. Balakrishnan [15]提出了猜想，Hm,n有 E-super

vertex magic labeling，如果符合 n > 4且 n ≡ 0 (mod 4)以及 m是奇數。研究了

上述猜想發現 Hm,n有部分符合 type I和 type II。

Theorem 2.1.8. 我們有以下結果:

(1) 若奇數 m ≥ 5，n ≡ 0 (mod 4) 且 n > 4，則 Hm,n 有 E-super vertex magic

labeling。

(2)若m = 3，n ≡ 0 (mod 8)且 n > 4，則 Hm,n有 E-super vertex magic labeling。

Proof. (1)奇數 m ≥ 5，n ≡ 0 (mod 4)且 n > 4的 Hm,n 包含 H5,n，所以 H4,n 為

其子圖，因此 Hm,n包含一個 3-regular spanning subgraph GP (n
2
, 1)且其符合 type
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I。再藉由 Theorem 1.3.15可知 Hm,n有 E-super vertex magic labeling。

(2)m = 3，n ≡ 0 (mod 8)且 n > 4，的Hm,n包含一個 3-regular spanning subgraph

CIRn(1,
n
2
) (Möbius ladder)，其由 n個點的 cycle和對稱點所連的弦組成。我們

換個角度來看他，可以看出有 n
4
個 4-cycles均勻的分佈其中 (由例子 Figure 2.5

H3,8和 H3,16來看，紅色的邊代表 perfect matching，而藍色與綠色的邊代表兩個

想同個數 4-cycles的 2-regular子圖)，因此 3-factor CIRn(1,
n
2
)符合 type I，再藉

由 Theorem 1.3.15可知 Hm,n有 E-super vertex magic labeling。(見 Figure 2.5)

Figure 2.5: H3,8 & H3,16

此外，我們有以下的更一般性的情況:

Theorem 2.1.9. 我們有以下結果:

(1)若奇數m≥ 5，n ≡ 0 (mod 4)且 n > 4，則 t個相同的不連通Hm,n組成 tHm,n

有 E-super vertex magic labeling。

(2)若m = 3，n ≡ 0 (mod 8)且 n > 4，則 t個相同的不連通 Hm,n組成 tHm,n有

E-super vertex magic labeling。

(3) 若奇數 m ≥ 5，n ≡ 2 (mod 4) 且 n > 4，則 2t 個相同的不連通 Hm,n 組成

2tHm,n有 E-super vertex magic labeling。

Proof. (1)奇數 m ≥ 5，n ≡ 0 (mod 4)且 n > 4，並由 t個相同的不連通 Hm,n所

組成的 tHm,n 包含一個 spanning 3-regular subgraph (3-factor) tGP (n
2
, 1)符合 type

I，再藉由 Theorem 1.3.15可知 tHm,n有 E-super vertex magic labeling。

(2)m = 3，n ≡ 0 (mod 8)且 n > 4，並由 t個相同的不連通 Hm,n所組成的 tHm,n
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包含一個 spanning 3-regular subgraph (3-factor) tCIRn(1,
n
2
)(Möbius ladder) 符合

type I，再藉由 Theorem 1.3.15可知 tHm,n有 E-super vertex magic labeling。

(3)若奇數m ≥ 5，n ≡ 2 (mod 4)且 n > 4，並由 2t個相同的不連通 2tHm,n所組

成的 2tHm,n包含一個 spanning 3-regular subgraph (3-factor)2tGP (n
2
, 1)，可視為由

兩個相同且不聯通的 quasi-prisms聯集組成，2tGP (n
2
, 1) = tGP (n

2
, 1)∪tGP (n

2
, 1)，

而這符合 type II，再藉由 Theorem 1.3.15 可知 2tHm,n 有 E-super vertex magic

labeling。

Problem 2.1.10. 是否能更一般性的表示 quasi-prism of type I，如不用一邊子圖固

定為偶數圈，而是只要兩邊為相同偶數 order的子圖。

2.1.2 (a, 1)-Antimagic Deficiency for K4

Bodendiek與Walther[8]證實了以下圖形沒有 (a, d)-antimagic:偶圈;偶數頂點的

paths;stars;C(k)
3 ;C(k)

4 ;當 d=1且最少兩個 layers的 n-ary trees;the Petersen graph;K4;

K3,3。而面對圖若不是的 (a,d)-antimagic，我們則將邊可編號的連數整數做最

小限度的放寬，使其成為 (a,d)-antimagic，而放寬的程度即是 (a, d)-antimagic

deficiency(缺數)。

Definition 2.1.11. 存在 G是一個 (p, q)-graph，(a, s)-antimagic deficiency(缺數)，

ds(G) = k，被定義成存在最小值 k滿足放寬可用標號為連續正整數 1到 q + k，

f : E(G) → {1, 2, 3, · · · , q + k}，使其滿足 (a, s)-antimagic labeling的條件，其

中我們沒使用的值稱為 missing value。

Definition 2.1.12. 存在 G是一個 (p, q)-graph，(a, 1)-antimagic deficiency(缺數)，

d1(G) = k，被定義成存在最小值 k滿足放寬可用標號為連續正整數 1到 q + k，

f : E(G)→ {1, 2, 3, · · · , q + k}，使其滿足 (a, 1)-antimagic labeling的條件。

Note 2.1.13. :

d1(G) = 0，圖形本身即是 (a, 1)-antimagic

d1(G) =∞，圖形不管如何放寬也不是 (a, 1)-antimagic。

Lemma 2.1.14. K4不是 (a, 1)-antimagic
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a

b

c

d

e f

a+d+e

a+f+b

d+f+c

c+e+b

Proof. 假設 K4 為 (a, 1)-antimagic，不失一般性的我們將邊標入 1 ∼ 6的相異正

整數 {a, b, c, d, e, f}，設一個一對一的函數 f : E(G)→ {a, b, · · · , f}

⇒ 2(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) = 42

令一個一對一的函數 g : {9, 10, 11, 12} → {a+ d+ e, a+ f + b, d+ f + c, c+ e+ b}

如果 a+d+e = 9, a+f+b = 10, d+f+c = 11, c+e+b = 12，則 a+d+2e+c+b =

21 = a+ b+ 2f + d+ c

⇒ f = e(→←)⇒ K4不是 (a, 1)-antimagic

同理可證d1(K4) =∞

Lemma 2.1.15. d1(K4) =∞

Proof. 假設 d1(K4) = k，不失一般性的我們可以從 1 ∼ K 的相異正整數中取 6

個編入邊標號 {a, b, c, d, e, f}，一個一對一的函數 f : E(G)→ {a, b, · · · , f}

⇒ 2(a+ b+ c+ d+ e+ f) = 4t+ 6

令一個一對一的函數 g : {t, t+1, t+2, t+3}→{a+d+e, a+f+b, d+f+c, c+e+b}

⇒ a+ d+ e = t

a+ f + b = t+ 1

d+ f + c = t+ 2

c+ e+ b = t+ 3

則我們可以看出: a+ d+ 2e+ c+ b = 2t+ 3 = a+ b+ 2f + d+ c

⇒ f = e(→←)

⇒ d1(k4) =∞
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2.2 (a, 1)-AntimagicDeficiency forEvenRegularGraphs

Lemma 2.2.1. ( Bodendiek與Walther, 1998 )

奇數圈 C2n+1是 (a, 1)-antimagic，n ≥ 1 (d1(G) = 0)。(見 Figure 2.6 )
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Figure 2.6: C3,C5 is (a, 1)-antimagic

Lemma 2.2.2. 如果圖 G的點個數 P ≡ 2(mod 4)，則 d1(G) =∞。

Proof. 我們假設邊標號放寬到 t時有 (a, 1)-antimagic labeling:

2(e1 + e2 + · · ·+ et) = a+ (a+ 1) + · · ·+ (a+ 4n+ 1)

= (4n+ 2)a+ (4n+ 1)(2n+ 1)

2(e1 + e2 + · · ·+ et)與 (4n+ 2)為偶數，而 (4n+ 1)(2n+ 1)是奇數 (→←)。

Lemma 2.2.3. d1(C4n) = 1

Proof. 存在一 missing value x，且 1 ≤ x ≤ 4n

2(1 + 2 + · · ·+ 4n+ 1−x) = a+ (a+ 1) + · · ·+ (a+ 4n−1)

⇒ (4n+ 1)(2n+ 1)−x = 2na+ n(4n−1),

⇒ a = 4n2+7n+1−x
2n

= 2n+ 3 + n+1−x
2n
∈ N

假設 n+1−x
2n

= k ∈ Z，則 x = n+ 1−2nk
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∵ 1 6 x 6 4n，−n 6 −2nk 6 3n−1,

則 k = 0 or −1，而 x = n+ 1 or 3n+ 1。(見 Figure 2.7)

3

1

24

5

6

7

8

9
1

2

4

5

6

8

91014

13

12

11 9

8

7 12

11

9 8

7

6

1013

Figure 2.7: C8(the missing value x = 3, 7)

Theorem 2.2.4. G是一個 p個點 2r-regular (r > 2)的 Hamiltonian graph，則

d1(G) =


0, p ≡ 1, 3(mod 4)

1, p ≡ 0(mod 4)

+∞, p ≡ 2(mod 4)

Definition 2.2.5. mCn是m個不相交的 Cn聯集而成。

Theorem 2.2.6. ( Swaminathan, V.[37] )如果 m與 n都是奇數，則 mCn 有 (a, 1)-

antimagic labeling。(見 Figure 2.8)
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Figure 2.8: Example for (a,1)-antimagic of 5C3
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Theorem 2.2.7. ( Swaminathan, V.[37] ) mCn 除了 m與 n都是奇數，其餘都沒有

(a, 1)-antimagic labeling。

Proof. 令mCn是由m個不相交的 Cn聯集而成

2(1 + 2 + 3 + · · ·+mn) = (a+ (a+ 1) + (a+ 2) + · · ·+ (a+mn− 1))

⇒ 2 (mn+1)mn
2

= (2a+mn−1)(mn)
2

⇒ 2(mn+ 1) = 2a+mn− 1

⇒ a = mn+3
2

則m與 n皆為奇數

Theorem 2.2.8. 兩個C4n的聯集組成 2C4n，d1(2C4n) = 1且missing value為 2n+1

或 6n+ 1。

Proof. 令G為兩個相同的C4n聯集組成 2C4n，擁有 8n個點、8n個邊，V (G):{vij:1 ≤

i ≤ 2, 1 ≤ j ≤ 4n}表示為第 i個圈第 j 個點，E(G):{eij : vijvij+1,(j mod 4n)},w(v)

為所有與 v相連邊的編號總和 w(vij) = f(eij) + f(eij−1)，假設 d1(G) = 1，首先我

們先從 missing value找起:

令missing value為 x，且 1 ≤ x ≤ 8n，我們假定 G邊標號減掉一個missing value

x會成為 (a, 1)-antimagic，則將邊標號扣除 x後相加乘 2會等於頂點和的總和:

2(1 + 2 + · · ·+ 8n+ (8n+ 1))− 2x = a+ (a+ 1) + (a+ 2) + · · ·+ (a+ 8n− 1)

⇒ 2 (1+(8n+1))(8n+1)
2

− 2x = (a+(a+8n−1))(8n)
2

⇒ 8an = 32n2 + 28n+ 2− 2x

⇒ a = 32n2+28n+2−2x
8n

= 4n+ 28n+2−2x
8n

∈ N

設 28n+2−2x
8n

= k ∈ Z，則 x = 14n+ 1− 4nk

∵ 1 ≤ x ≤ 8n，∴ −14n ≤ −4nk ≤ −6n− 1

則 k = 2 or 3，而 x = 6n+ 1 or 2n+ 1. 藉此我們可以將其分成 2個 Case分別是

missing value為 2n + 1且最後點標號為 {4n + 3, 4n + 4, · · · , 12n + 2}與 missing

value為 6n+ 1且且最後點標號為 {4n+ 2, 4n+ 3, · · · , 12n+ 1}:

Case 1 missing value:2n+ 1我們依照以下的方法:
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Subcase 1 i = 1, 1 ≤ j ≤ 4n

f(eij) =


j
2
, j ≡ 0 (mod 2),1 ≤ j ≤ 4n

4n+ 1 + j+1
2
, j ≡ 1 (mod 2),1 ≤ j ≤ 2n

4n+ 1 + j+1
2

+ 1, j ≡ 1 (mod 2),2n+ 1 ≤ j ≤ 4n

這樣我們可以得到 w(vij):

w(vij) =


4n+ 1 + j, 2 ≤ j ≤ 2n

4n+ 2 + j, 2n+ 1 ≤ j ≤ 4n

6n+ 2, j = 1

可看出 {w(vij) : i = 1, 1 ≤ j ≤ 4n, }={4n + 3, 4n + 4, · · · , 6n + 1} ∪ {6n +

3, 6n+ 4, · · · , 8n+ 2} ∪ {6n+ 2}

Subcase 2 i = 2, 1 ≤ j ≤ 4n

f(eij) =



2n+ 1 + j+1
2
, j ≡ 1 (mod 2),1 ≤ j ≤ 4n

6n+ 2 + j
2
, j ≡ 0 (mod 2),2 ≤ j ≤ 2n− 1

4n+ 2 + j
2
, j ≡ 0 (mod 2),j = 2n

6n+ 1 + j
2
, j ≡ 0 (mod 2),2n+ 2 ≤ j ≤ 4n

這樣我們可以得到 w(vij):

w(vij) =



8n+ 3 + j, 2 ≤ j ≤ 2n− 1

6n+ 3 + j, 2n ≤ j ≤ 2n+ 1

8n+ 2 + j, 2n+ 2 ≤ j ≤ 4n

10n+ 3, j = 1

可看出 {w(vij) : i = 2, 1 ≤ j ≤ 4n, }={8n + 5, 8n + 6, · · · , 10n + 2} ∪ {8n +

3, 8n+ 4} ∪ {10n+ 4, 10n+ 5, · · · , 12n+ 2} ∪ {10n+ 3}

由 Subcase 1,2可以看出 {w(V )} = {4n+3, 4n+4, · · · , 12n+2}可知missing

value為 2n+ 1時 d1(G) = 1.

Case 2 missing value:6n+ 1我們依照以下的方法:
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Subcase 1 i = 1, 1 ≤ j ≤ 4n

f(eij) =


1 + 8n+ 1− j

2
, j ≡ 0 (mod 2),1 ≤ j ≤ 4n

1 + 8n+ 1− (4n+ 1 + j+1
2
), j ≡ 1 (mod 2),1 ≤ j ≤ 2n

1 + 8n+ 1− (4n+ 1 + j+1
2

+ 1), j ≡ 1 (mod 2),2n+ 1 ≤ j ≤ 4n

這樣我們可以得到 w(vij):

w(vij) =


2(1 + 8n+ 1)− (4n+ 1 + j), 2 ≤ j ≤ 2n

2(1 + 8n+ 1)− (4n+ 2 + j), 2n ≤ j ≤ 4n

2(1 + 8n+ 1)− (6n+ 2), j = 1

可看出 {w(vij) : i = 1, 1 ≤ j ≤ 4n, }={8n+ 2, 8n+ 3, · · · , 12n+ 1}

Subcase 2 i = 2, 1 ≤ j ≤ 4n

f(eij) =



1 + 8n+ 1− (2n+ 1 + j+1
2
(, j ≡ 1 (mod 2),1 ≤ j ≤ 4n

1 + 8n+ 1− (6n+ 2 + j
2
), j ≡ 0 (mod 2),2 ≤ j ≤ 2n− 1

1 + 8n+ 1− (4n+ 2 + j
2
), j ≡ 0 (mod 2),j = 2n

1 + 8n+ 1− (6n+ 1 + j
2
), j ≡ 0 (mod 2),2n+ 2 ≤ j ≤ 4n

這樣我們可以得到 w(vij):

w(vij) =



2(1 + 8n+ 1)− (8n+ 3 + j), 2 ≤ j ≤ 2n− 1

2(1 + 8n+ 1)− (6n+ 3 + j), 2n ≤ j ≤ 2n+ 1

2(1 + 8n+ 1)− (8n+ 2 + j), 2n+ 2 ≤ j ≤ 4n

2(1 + 8n+ 1)− (10n+ 3), j = 1

可看出 {w(vij) : i = 2, 1 ≤ j ≤ 4n, }={4n+ 2, 4n+ 3, · · · , 8n+ 1}

由 Subcase 1,2可以看出 {w(V )} = {4n+2, 4n+3, · · · , 12n+1}可知missing

value為 6n+ 1時 d1(G) = 1.

由 Case 1,2可得知missing value為 2n+1或 6n+1都是缺數為 1，d1(G) =

1，並且從中我們可以看出 missing value為 2n+ 1與 6n+ 1可互相由 q + 2

去減邊標和而得到，由此得知 missing value為 2n+1與 6n+1的圖是互相

等價的。(見 Figure 2.9、2.10)
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Figure 2.9: (a,1)-antimagic deficiency of 2C8 n = 2,missing value:2n+1 = 5&6n+1 =
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Chapter 3

Concluding Remarks

3.1 Further Studies for Odd Regular Graphs

從前面的內容我們知道了，n > 4, n ≡ 0 (mod 8)的Möbius ladder圖 CIRn(1,
n
2
)

符合 type I，擁有 (a,1)-antimagic，我們更近一步的去猜想:

Conjecture. n ≡ 4 (mod 8) 且 n > 4，則 Möbius ladder 圖 CIRn(1,
n
2
) 有 (a,1)-

antimagic labeling。

13
17

6

11

18

1
16

9

12

8

15

3

5 14
7

2

4

10

Figure 3.1: Labeling of CIR12(1, 6)

當 n = 4 時 Harary graph H3,4
∼= K4。我們前面也表示了 K4 沒有 (a,1)-

antimagic labeling，然而當 t > 1 tH3,4(∼= tK4)有 (a,1)-antimagic labeling是一個開

放性的問題，且藉由電腦的計算我們得知 2 ≤ t ≤ 9有 (a,1)-antimagic labeling。
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Conjecture. 當 t > 1，t個相同的K4聯集而成的 tK4(∼= tH3,4)有 (a, 1)-antimagic

labeling。

以目前的結果，3-regular grapht除了 K4 還未找到其他沒有 (a,1)-antimagic的

反例，因此更近一步的去猜測:

Conjecture. 除了K4外，所有滿足 |V | ≡ 0 (mod 4)的 3-regular graphtG = (V,E)

皆有 (a, 1)-antimagic labeling。

前面內文有提起 3-regular grapht有 (a,1)-antimagic labeling的必要條件是頂點

個數為 4的倍數，著名的 generalized Petersen graph GP (n, k)當 n為偶數時符合

type I有 (a,1)-antimagic labeling，我們提出開放性的問題:

Problem3.1.1. 判斷n為奇數 generalized Petersen graphGP (n, k)的 (a, 1)-antimagic

deficiency。

3.2 Further Studies for Even Regular Graphs

有許多擁有 (a, 1)-antimagic deficiency的圖形值得探討，於本篇文章中我們證實

了 2C4n的缺數為 1，而我們更往下一步去做猜想，兩個偶數的圈缺數為 1，不

僅限於兩個 C4n。我有 Figure3.2的例子，進而去做猜測。

Conjecture. 不相交的兩個且相同的偶圈，2C2n，將邊標號放寬 1 會是 (a, 1)-

antimagic，d1(2C2n) = 1.
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Figure 3.2: Labeling of 2C6 and 2C10

I. D. Gray[18]提出了猜想:奇數點的 2-regular graph有 (a, 1)-antimagic labeling

除了 C3 ∪ C4，3C3 ∪ C4，2C3 ∪ C5。因此我們提出個開放性問題探討 C3 ∪ C4，

3C3 ∪ C4，2C3 ∪ C5與偶數點的 2-regular graph的缺數問:

Problem 3.2.1. 判斷 C3 ∪C4，3C3 ∪C4，2C3 ∪C5與偶數點的 2-regular graph的

(a, 1)-antimagic deficiency。
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