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中文摘要

考慮線性時滯微分系統，若由狀態轉移函數擬合時間響應，因是由一段段時間積分而成，因此時間響應將成變成分段可微
的連續函數。但若能以 Lambert W function 擬合系統響應，則此響應乃是由可數無限多個作用在系統特徵值上的指數
函數合成，因此必成為可微函數。本文針對多個時滯系統，從拉氏變換著手，得到轉移函數的拉氏變換，並運用 Laurent
級數，計算其由 Lambert W function 組合的轉移函數，以得到系統響應，這個響應為可微函數，將可供系統進一步進
行穩定性分析與控制設計使用。

關鍵字：時滯系統、Lambert W function、狀態轉移函數、拉氏變換



Abstract

For single delay systems, since the state transition function is consecutively obtained by integrating interval
by interval and hence the response constructed by the state transition function is only piecewise differen-
tiable. On the other hand, the response of single delay system will be differentiable one if it is constructed
via the Lambert W function. In this work, we construct the state transition function by Lambert W func-
tion with the aid of Laplace transform together with Laurent series. Afterall the time response function for
multiple delay systems is then constructed. This function can be further applied to the stability analysis
and controller synthesis.

Keywords: time-delay system, Lambert W function, state transition function, Laplace transform
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第 1 章

簡介

時滯系統存在各大領域當中，如動態系統、大自然的生態、或物理、化學領域中皆存在需要以時滯方程解決的問題，考慮線
性時滯系統，Malek-Zavarei 和 Jamshidi 以迭代的方式得到系統狀態轉移函數，再以狀態轉移函數得到系統解析解
[5]，Corless 以 Lambert W function 得到單一時滯方程齊次項的通解，因為由 Lambert W function 得到的特徵方
程的解不重根，因此該解析解的形式為指數函數的線性組合 [2, 3]，Asl 和 Ulsoy 再將此法推廣至非齊次單一時滯方程，
並以此法計算單一時滯系統的簡單例子，他們在附錄中提供系統常數項係數的計算方法 [1]，Yi 將此法完整系統化，可作
用於任意單一時滯系統，在計算常數項係數方面，除了使用 Asl 和 Ulsoy 以矩陣的方式取得係數的近似值，也能使用拉
氏變換得到常數項係數 [7]。

本文以拉氏變換得到多個時滯系統的狀態轉移函數，並以 Lambert W function 進行擬合表示，得到狀態轉移函數的解
析形式，因此得對應系統的時間響應函數，其中對應起始條件的係數係利用拉氏變換與極限的觀念計算而得。

第二章簡單介紹閱讀本文所需要的基礎知識，包含 Lambert W function、矩陣函數與拉氏變換。第三章考慮與時滯方
程相關的問題，過去 Lambert W function 只能擬合單一時滯系統的解析解，在方程方面，本文以與 Lambert W
function 相關的迭代式以取得多項延遲方程的特徵方程的解，接下來便能使用與單一延遲方程相似的手法得到系統解析
解。第四章考慮時滯系統，目前還無法解決多項延遲的問題，本文將著重討論矩陣型 Lambert W function 的運算方式，
以及解決矩陣方程的方法。附錄則收錄本文使用於數值計算的 Matlab 程式碼。
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第 2 章

數學基礎知識

為處理本文所討論的時滯系統，需要本章的前導知識。

2.1 Lambert W Function
Lambert W function 最早於 17 世紀被 Lambert 和 Euler 討論 [3]，其被定義為滿足

W (z)eW (z) = z (2.1)

的函數 W，對某些 z ∈ C。考慮定義在 R 上的 W，因其為 f(t) = tet 的反函數，因此在 [−e−1, 0) 上有兩個值，故
定義值域大於 −1 的部分為 branch 0，其餘的部分為 branch −1，其中 W0(−e−1) = W−1(−e−1) = −1[10]。考慮
定義在 C 上的 W，因定義在 C 上的對數函數可以有可數個值 [4]，因此 W 存在可數個 branch，記為 Wk，∀k ∈ Z，
其中各項 branch 的值域除了邊界以外彼此互不相交。

Lambert W function 的微分

將 (2.1) 對 z 微分得
Ẇ (z)eW (z) + Ẇ (z)W (z)eW (z) = 1

因此有

Ẇ (z) =
1

1 +W (z)
e−W (z)

=
W (z)

z(1 +W (z))
, 此時 z ̸= 0

此外，若反覆對 (2.1) 微分，會得到關係式

W (n)(z) =
pn(w)

(1 + w)2n+1
e−nw

其中 w = W (z) 且 pn 為 w 的多項式，因此多項式 pn 有下列關係式

pn+1(w) = −(nw + 3n− 1)pn(w) + (w + 1)ṗn(w)

對 n ≥ 1 且 p1(w) = 1。Lambert W function 的其他性質在 [3] 中可以瞭解。

2.2 矩陣函數及其性質

顧名思義，矩陣函數是由矩陣對應至矩陣的函數。考慮指數函數，其以泰勒級數展開為

ex =

∞∑
k=0

1

k!
xk
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故對任意方陣 A ∈ Mn，定義矩陣型指數

eA =

∞∑
k=0

1

k!
Ak

顯然 eA ∈ Mn 且此時 A 為矩陣型指數的變數，矩陣型指數滿足下列性質 [10]：

性質 2.1. 令 A,B ∈ Mn(C)、I,O ∈ Mn 分別為單位矩陣與零矩陣。

1. eO = I

2. 對任意 A 與 eA 具有乘法交換性，即 AeA = eAA。

3. 若 A,B 具有乘法交換性，則 eA, eB 同樣也具有乘法交換性，且 eA+B = eAeB。

4. 不論 A 是否存在可逆矩陣，對任意 eA 皆可逆，且
(
eA
)−1

= e−A。

矩陣型 Lambert W Function
以矩陣型指數的觀念進一步定義矩陣型 Lambert W function，對某些 A 所構的 n × n 矩陣子集 A，定義
W : A → Mn(C) 滿足

W (A)eW (A) = A (2.2)

則稱此 W 為矩陣型 Lambert W function。Yi 藉由 Pease 可以計算各項 branch 的矩陣型 Lambert W function
[6, 9]，假設 A ∈ Mn(C) 相似於 Jordan 矩陣

J = diag(J1(λ1), · · · , Jp(λp))

其中各項 Jr(λr) 為特徵值 λr 的 nr 階 Jordan block，其中 r ∈ {1, 2, · · · , p}，1 ≤ p ≤ n 且
∑p

r=1 nr = n。因
A = ZJZ−1，記 Wkr = Wk(Jr(λr))，因此

Wk(A) = Zdiag(Wk1, · · · ,Wkp)Z
−1

其中 Wk 作用於 Jordan block 的算法為

Wkr =


Wk(λr) Ẇk(λr) · · · 1

(nr−1)!Wk
(nr−1)(λr)

Wk(λr)
. . . ...
. . . Ẇk(λr)

Wk(λr)


第四章的矩陣型 Lambert W function 將以此法做計算，Wk 的導函數的計算方式已於上一小節提及。

2.3 拉氏變換

給定函數 f : R+ → R，定義 f 的拉氏變換為

L[f(t); s] =
ˆ ∞

0

f(t)e−stdt

是 L 對算子 f 的函數。考慮 s 為複數，若
∣∣L[f(t); s]∣∣ < +∞，則稱 f 為可拉氏變換函數。

拉氏變換有幾項簡單的性質：

1. 對任意常數 α、可拉氏變換函數 f, g

L[αf(t) + g(t); s] = αL[f(t); s] + L[g(t); s]
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2. 假設函數 f 可進行拉氏變換且可微分

L[ḟ(t); s] = sL[f(t); s]− lim
t→0+

f(t)

3. 令 h > 0，f 可進行拉氏變換

L[f(t− h); s] = e−shL[f(t); s] + e−sh

ˆ 0

−h

f(t)e−stdt

4. 令 f, g 為可拉氏變換函數且定義

(f ∗ g)(t) =
ˆ t

0

f(t− τ)g(τ)dτ

因此
L[(f ∗ g)(t); s] = L[f(t); s]L[g(t); s]

下面定理考慮拉氏變換的存在性問題。

定理 2.2. 令 f : R+ → R 為分段連續函數且存在 M > 0，s0 ∈ R 使得∣∣f(t)∣∣ ≤ Mes0t, ∀t ≥ 0

則 f 的拉氏變換存在條件為 Re(s) > s0。

拉氏變換定義在向量值、矩陣值函數

考慮向量值函數 (vector-valued function)

f(t) = (f1(t), f2(t), · · · , fn(t))T

其中各項 fi : R+ → R 皆可進行拉氏變換。定義其拉氏變換

L[f(t); s] = (L[f1(t); s], · · · ,L[fn(t); s])T

此拉氏變換也滿足上述常數型拉氏變換的各項性質。考慮矩陣值函數 (matrix-valued function)

f(t) =
(
fij(t)

)
n×n

其中各項 fij : R+ → R 皆可進行拉氏變換，因此可定義拉氏變換為

L[f(t); s] =
(
L[fij(t); s]

)
n×n

性質 2.3. 給定 A ∈ Mn(R)，已知矩陣值函數 eAt 可表示為

I +At+
1

2!
A2t2 +

1

3!
A3t3 + · · ·

其中 I 為 n× n 單位矩陣，因此 eAt 的拉氏變換為

L[eAt; s] = (sI −A)−1

若 s 為矩陣 A 的特徵值，則 eAt 的拉氏變換不可解析。
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圖 2.1: Lambert W function 是 f(x) = xex 的反函數，因在 [−e−1, 0) 的範圍內有兩個值，故定義值域大於 −1 的

部分為 branch 0，其餘的部分為 branch -1

圖 2.2: 各個 branch 的 Lambert W function 的值域幾乎沒有交集，有交集的點如W0(−e−1) = W−1(−e−1) = −1。
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第 3 章

線性時滯微分方程求解與分析

令 h > 0，a, a1, · · · , aM , x0 ∈ R，考慮線性時滯微分方程

ẋ(t) = ax(t) +

M∑
r=1

arx(t− rh) + u(t), t > 0

x(0) = x0

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−Mh, 0)

(3.1)

其中 u 為系統輸入，ϕ 為前導函數，在 [−Mh, 0] 連續，該系統在 t = 0 時不必連續，即 ϕ(0) 不必等於 x0。系統穩定
的條件為系統特徵方程的根實部皆小於 0，也就是說，特徵方程的根皆在複數平面的左半平面。

3.1 單一時滯微分方程

令 a2 = a3 = · · · = aM = 0，則 (3.1) 為單一時滯微分方程，因前導條件不變，只需考慮方程

ẋ(t) = ax(t) + a1x(t− h) + u(t) (3.2)

假設輸入為 0，因此有特徵方程為
s− a− a1e

−sh = 0 (3.3)

經整理後得到
(s− a)he(s−a)h = a1he

−ah (3.4)

因上式剛好滿足 Lambert W function 的關係式，也就是 (s− a)h = W (a1he
−ah)，且因為 Lambert W function

有可數個 branch，因此上式有解

Sk =
1

h
Wk(a1he

−ah) + a, ∀k ∈ Z

已知 Lambert W function 的值域除各 branch 邊界外皆互斥，因此若 Wk(a1he
−ah) 的值不位在該 branch 的邊界，

則各項 Sk 皆相異，即不存在重根問題，因此該齊次方程的解析解可表示成可數個指數函數的線性組合

x(t) =

∞∑
k=−∞

eSktCk

其中各項常數 Ck 由前導條件 x(0) = x0、x(t) = ϕ(t) 對 t ∈ [−h, 0) 決定 [7, 8]。

3.1.1 狀態轉移函數

定義當 t = 0 時，δ(t) = 1，反之，δ(t) = 0，因此給定下面定義。
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定義 3.1. 當函數 Ψ 滿足
d
dtΨ(t) = aΨ(t) + a1Ψ(t− h), t > 0

Ψ(t) = δ(t), t ≤ 0

則稱 Ψ 為系統 (3.2) 的狀態轉移函數。

令 X(s) = L[x(t); s]、U(s) = L[u(t); s]，對 (3.2) 進行拉式變換

sX(s)− x0 = aX(s) + a1e
−shX(s) + a1e

−shΦ(s) + U(s) (3.5)

其中 Φ 被定義為 Φ(s) =
´ 0
−h

ϕ(t)e−stdt。將上式整理後得到

(s− a− a1e
−sh)X(s) = x0 + a1e

−shΦ(s) + U(s) (3.6)

假設存在 Ψ 滿足

L[Ψ(t); s] =
1

s− a− a1e−sh
(3.7)

並限制條件 Ψ(t) = δ(t) 對所有 t ≤ 0，則(
sL[Ψ(t); s]−Ψ(0)

)
− aL[Ψ(t); s]− a1e

−shL[Ψ(t); s]

= (s− a− a1e
−sh)L[Ψ(t); s]− 1

= 0

因此
sL[Ψ(t); s]−Ψ(0) = aL[Ψ(t); s] + a1e

−shL[Ψ(t); s] (3.8)

若將上式拉回時域上，當 t > 0
d
dtΨ(t) = aΨ(t) + a1Ψ(t− rh) (3.9)

且在 t ≤ 0 時滿足 Ψ(t) = δ(t)，因此 Ψ 為 (3.2) 的狀態轉移函數。

3.1.2 時域響應

假設存在 Ψ 滿足 (3.7) 且令 Ψ(s) 為 Ψ(t) 的拉式變換，因此從 (3.6) 得到

X(s) = Ψ(s)x0 +Ψ(s)a1e
−shΦ(s) + Ψ(s)U(s) (3.10)

觀察 (3.10) 的第二項，擴增前導函數 ϕ 的定義域並定義

ϕe(t) =

{
ϕ(t), t ∈ [−h, 0]

0, otherwise

考慮函數
´ t
0
Ψ(t− τ)a1ϕe(τ − h)dτ 的拉式變換

L
[ˆ t

0

Ψ(t− τ)a1ϕe(τ − h)dτ ; s
]
=

ˆ ∞

0

ˆ t

0

Ψ(t− τ)a1ϕe(τ − h)e−stdτdt

若對調其積分的順序，得到
ˆ ∞

τ=0

ˆ ∞

t=τ

Ψ(t− τ)a1ϕe(τ − h)e−stdtdτ =

ˆ ∞

τ=0

[ ˆ ∞

t=τ

Ψ(t− τ)e−stdt
]
a1ϕe(τ − h)dτ

= Ψ(s)

ˆ ∞

τ=0

e−sτa1ϕe(τ − h)dτ

= Ψ(s)a1e
−sh

ˆ ∞

−h

e−sτϕe(τ)dτ
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因 ϕe 在 [−h, 0] 以外的地方為 0，因此 Φ(s) =
´ 0
−h

ϕ(τ)e−sτdτ =
´∞
−h

ϕe(τ)e
−sτdτ，最後得到

L
[ˆ t

0

Ψ(t− τ)a1ϕe(τ − h)dτ ; s
]
= Ψ(s)a1e

−shΦ(s)

又因
´ t
0
Ψ(t− τ)a1ϕe(τ − h)dτ =

´min{0,t−h}
0

Ψ(t− τ − h)a1ϕ(τ)dτ，因此知道

L
[ˆ min{0,t−h}

0

Ψ(t− τ − h)a1ϕ(τ)dτ ; s
]
= Ψ(s)a1e

−shΦ(s)

綜上所述，系統 (3.2) 在時域上的響應為

x(t) = Ψ(t)x0 +

ˆ min{0,t−h}

0

Ψ(t− τ − h)a1ϕ(τ)dτ +

ˆ t

0

Ψ(t− τ)u(τ)dτ

其中 Ψ 為 (3.2) 的狀態轉移函數。

定理 3.1. 令 Ψ 為 (3.2) 的狀態轉移函數，則 (3.2) 的時域響應為

x(t) = Ψ(t)x0 +

ˆ min{0,t−h}

0

Ψ(t− τ − h)a1ϕ(τ)dτ +

ˆ t

0

Ψ(t− τ)u(τ)dτ

3.1.3 以 Lambert W Function 求系統近似解

回到 (3.10)，(3.2) 在頻域上的響應為

X(s) = Ψ(s)x0 +Ψ(s)a1e
−shΦ(s) + Ψ(s)U(s)

其中

Ψ(s) =
1

s− a− a1e−sh

為 (3.2) 狀態轉移函數的拉式變換。

引理 3.2. 令 h > 0、a, a1 ∈ R，對任意 s ∈ C

1

s− a− a1e−sh
=

∞∑
k=−∞

Ck

s− Sk
, Ck =

1

1 + a1he−Skh

其中

Sk =
1

h
Wk(a1he

−ah) + a

∀k ∈ Z。

Proof. 已知對所有 k ∈ Z，Sk 滿足
Sk − a− a1e

−Skh = 0

且當 k ̸= ℓ 時
Sk ̸= Sℓ

因此對任意 ℓ ∈ Z，我們有

lim
s→Sℓ

∞∑
k=−∞

s− a− a1e
−sh

s− Sk
= lim

s→Sℓ

s− a− a1e
−sh

s− Sk
= 1 + a1he

−Sℓh

取任意 ℓ ∈ Z，令 s → Sℓ

lim
s→Sℓ

(s− a− a1e
−sh)

∞∑
k=−∞

Ck

s− Sk
=

(
lim
s→Sℓ

∞∑
k=−∞

s− a− a1e
−sh

s− Sk

)
1

1 + a1he−Skh

=

(
lim
s→Sℓ

s− a− a1e
−sh

s− Sk

)
1

1 + a1he−Skh

= 1
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令 f(s) = s− a− a1e
−sh，因對任意 Sℓ，ℓ ∈ Z 皆為 f 的單根，因此 [f(s)]−1 在 s = Sℓ 的 Laurent 展開為

1

s− a− a1e−sh
=

a−1

s− Sℓ
+ a0 + a1(s− Sℓ) + a2(s− Sℓ)

2 + · · ·

因此

a−1 = lim
s→Sℓ

s− Sℓ

s− a− a1e−sh
= Cℓ

對任意 k ̸= ℓ
1

Sk − s
=

1

Sk − Sℓ − (s− Sℓ)
=

1

Sk − Sℓ

1

1− s−Sℓ

Sk−Sℓ

=
1

Sk − Sℓ

[
1 +

s− Sℓ

Sk − Sℓ
+

(s− Sℓ)
2

(Sk − Sℓ)2
+ · · ·

]
=

∞∑
j=0

1

(Sk − Sℓ)j+1
(s− Sℓ)

j

我們有
∞∑

k=−∞

Ck

s− Sk
=

Cℓ

s− Sℓ
+

∞∑
k=−∞
k ̸=ℓ

Ck
1

s− Sk

=
Cℓ

s− Sℓ
+

∞∑
k=−∞
k ̸=ℓ

(−Ck)
1

Sk − s

=
Cℓ

s− Sℓ
+

∞∑
k=−∞
k ̸=ℓ

(−Ck)

∞∑
j=0

1

(Sk − Sℓ)j+1
(s− Sℓ)

j

=
Cℓ

s− Sℓ
+

∞∑
j=0

[ ∞∑
k=−∞
k ̸=ℓ

−Ck

(Sk − Sℓ)j+1

]
(s− Sℓ)

j

這是
∑∞

k=−∞
Ck

s−Sk
在 s = Sℓ 的 Laurent 級數，因 Laurent 級數在同一點的展開是惟一的，因此

1

s− a− a1e−sh
=

∞∑
k=−∞

Ck

s− Sk
, Ck =

1

1 + a1he−Skh

對任意 s ̸= Sk，∀k ∈ Z 皆成立。

由引理 3.2得 (3.2) 的狀態轉移函數為

Ψ(t) =

∞∑
k=−∞

eSktCk (3.11)

其中 Sk 與 Ck 如引理 3.2所述。考慮 (3.10) 的第二項，假設存在 {CI
k ∈ C | ∀k ∈ Z} 滿足

Ψ(s)a1e
−shΦ(s) =

∞∑
k=−∞

CI
k

s− Sk
(3.12)

因為

CI
k = lim

s→Sk

(s− Sk)a1e
−shΦ(s)

s− a− a1e−sh
=

a1e
−SkhΦ(Sk)

1 + a1he−Skh

為常數，因此若將 (3.12) 轉移至時域上，得到
∞∑

k=−∞

eSktCI
k (3.13)
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若用 Lambert W function 擬合 (3.2) 的時域響應會得到

x(t) =

∞∑
k=−∞

eSkt(Ckx0 + CI
k) +

ˆ t

0

∞∑
k=−∞

eSk(t−τ)Ckbu(τ)dτ (3.14)

其中係數 Ck, CI
k 如上所述。

在實際運算上，取足夠大的 N 使得

x(t) ≈
N∑

k=−N

eSkt(Ckx0 + CI
k) +

ˆ t

0

N∑
k=−N

eSk(t−τ)Ckbu(τ)dτ

因 Lambert W function 在特定條件下具有共軛性，此共軛性質連帶影響到係數 Ck 與 CI
k，因此只須計算 N/2 項或

(N − 1)/2 項就能推測全部 N 項所造成的結果。

3.1.4 範例說明

考慮系統
ẋ(t) = −x(t)− x(t− 1) + cos t, t > 0

x(0) = 1 t ∈ [−1, 0]

觀察 S0

S0 = W0(−e)− 1 ≈ −0.6050 + 1.7882i

因其他 branch 的 Sk 實部都比 S0 小，該系統穩定，取 branch k = −3,−2,−1, 0, 1, 2

S0,−1 = −0.6050± 1.7882i C0,−1 = 0.2712∓ 0.3477i

S1,−2 = −2.0528± 7.7184i C1,−2 = −0.0009∓ 0.1296i

S2,−3 = −2.6474± 14.0202i C2,−3 = −0.0033∓ 0.0712i

因

CI
k =

a1e
−SkhΦ(Sk)

1 + a1he−Skh
= (1− Ck)Φ(Sk)

系統響應的近似值為

x(t) ≈
2∑

k=−3

eSkt(CN
k x0 + CIN

k ) +

ˆ t

0

2∑
k=−3

eSk(t−τ)CN
k bu(τ)dτ

其中 Φ(s) =
´ 0
−1

e−stdt，實際計算的結果在圖 3.1。

3.2 兩項延遲時滯微分方程

兩項延遲時滯方程的特徵方程為
s− a− a1e

−sh − a2e
−2sh = 0 (3.15)

該方程無法以 Lambert W function 直接求解，故將其改寫為

(s− a)he(s−a)h = a1he
−ah + a2he

−ahe−sh (3.16)

若要求上式的根，以迭代式

Sk
(n) =

1

h
Wk(a1he

−ah + a2he
−ahe−Sk

(n−1)h) + a

Sk
(0) =

1

h
Wk(a1he

−ah) + a

12



圖 3.1: 章節 3.1.4 結果

對所有 n ∈ N。若這可數個根彼此相異 (或彼此在複數平面上的距離「足夠」遠)，則該系統的齊次方程有解

x(t) =

∞∑
k=−∞

eSktCk

其中 Ck 為常數，被前導條件 x(0) = x0，x(t) = ϕ(t) 對 t ∈ [−2h, 0) 決定。上述迭代法的收斂條件為迭代過程中的各
項 s 均滿足

∣∣F ′(s)
∣∣ < 1，其中

F (s) =
1

h
W (a1he

−ah + a2he
−ahe−sh) + a

且 W 為任意 branch 的 Lambert W function，因 W 的微分的特殊性質，因此
∣∣F ′(s)

∣∣ < 1 可改寫為∣∣∣∣∣ a2he
−ahe−sh

a1he−ah + a2he−ahe−sh

W (a1he
−ah + a2he

−ahe−sh)

1 +W (a1he−ah + a2he−ahe−sh)

∣∣∣∣∣ < 1

3.2.1 狀態轉移函數

考慮兩項延遲的線性時滯方程

ẋ(t) = ax(t) + a1x(t− h) + a2x(t− 2h) + u(t) (3.17)

且系統的前導條件不變。

定義 3.2. 當函數 Ψ 滿足

d
dtΨ(t) = aΨ(t) + a1Ψ(t− h) + a2Ψ(t− 2h), t > 0

Ψ(t) = δ(t), t ≤ 0

則稱 Ψ 為系統 (3.17) 的狀態轉移函數。

對 (3.17) 進行拉式變換

sX(s)− x0 = aX(s) + a1e
−shX(s) + a2e

−2shX(s) + a1e
−shΦ1(s) + a2e

−2shΦ2(s) + U(s) (3.18)

其中定義為 Φ1(s) =
´ 0
−h

ϕ(t)e−stdt 且 Φ2(s) =
´ 0
−2h

ϕ(t)e−stdt。將上式整理後得到

(s− a− a1e
−sh − a2e

−2sh)X(s) = x0 + a1e
−shΦ1(s) + a2e

−2shΦ2(s) + U(s) (3.19)
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假設存在函數 Ψ 滿足

L[Ψ(t); s] =
1

s− a− a1e−sh − a2e−2sh
(3.20)

並設置前導條件 Ψ(t) = δ(t)，對所有 t ≤ 0，則(
sL[Ψ(t); s]−Ψ(0)

)
− aL[Ψ(t); s]− a1e

−shL[Ψ(t); s]− a2e
−2shL[Ψ(t); s]

= (s− a− a1e
−sh − a2e

−2sh)L[Ψ(t); s]− 1

= 0

換句話說
sL[Ψ(t); s]−Ψ(0) = aL[Ψ(t); s] + a1e

−shL[Ψ(t); s] + a2e
−2shL[Ψ(t); s] (3.21)

若將上式拉回時域上，當 t > 0

d
dtΨ(t) = aΨ(t) +

M∑
r=1

arΨ(t− rh) (3.22)

且在 t ≤ 0 時滿足 Ψ(t) = δ(t)，因此 Ψ 為 (3.17) 的狀態轉移函數。

3.2.2 以 Lambert W Function 求系統近似解

令 Ψ(s) 為 (3.17) 狀態轉移函數 Ψ(t) 的拉式變換，因此 (3.19) 可改寫為

X(s) = Ψ(s)x0 +Ψ(s)
(
a1e

−shΦ1(s) + a2e
−2shΦ2(s)

)
+Ψ(s)U(s) (3.23)

其中 Φ1(s) =
´ 0
−h

ϕ(t)e−stdt 且 Φ2(s) =
´ 0
−2h

ϕ(t)e−stdt。已知該系統的特徵方程有可數個根，即 {Sk ∈ C | ∀k ∈
Z}，因此

Ψ(s) =

∞∑
k=−∞

Ck

s− Sk
(3.24)

因此有

Ψ(t) =

∞∑
k=−∞

eSktCk (3.25)

其中

Ck = lim
s→Sk

s− Sk

s− a− a1e−sh − a2e−2sh
=

1

1 + a1he−sh + 2a2he−2sh

考慮 (3.23) 的第二項，假設存在 CI
k ∈ C | ∀k ∈ Z 滿足

Ψ(s)
(
a1e

−shΦ1(s) + a2e
−2shΦ2(s)

)
=

∞∑
k=−∞

CI
k

s− Sk

其中

CI
k =

a1e
−SkhΦ1(Sk) + a2e

−2SkhΦ2(Sk)

1 + a1he−Skh + 2a2he−2Skh

最後得到 (3.23) 的時域響應為

x(t) =

∞∑
k=−∞

(Ckx0 + CI
k)e

Skt +

ˆ t

0

∞∑
k=−∞

eSk(t−τ)Cku(τ)dτ (3.26)

其中係數 Ck 與 CI
k 如上所述。在實際運算上，取足夠大的 N 使得

x(t) ≈
N∑

k=−N

eSkt(Ckx0 + CI
k) +

ˆ t

0

N∑
k=−N

eSk(t−τ)Cku(τ)dτ

因 Lambert W function 在特定條件下具有共軛性，此共軛性質回連帶影響到係數 Ck 與 CI
k，因此只須計算 N/2 項

或 (N − 1)/2 項就能推測全部 N 項所造成的結果。
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3.2.3 範例說明

考慮兩項延遲系統
ẋ(t) = −x(t)− x(t− 1)− 0.5x(t− 2) + cos t, t > 0

x(t) = 1, t ∈ [−2, 0]

∀n ∈ N，Lambert W function 的任意 branch k，Sk 的迭代式如下

Sk
(n) = Wk

(
[−1− 0.5e−Sk

(n−1)

]e
)
− 1

Sk
(0) = Wk(−e)− 1

已知 Sk，因此可求 Ck 與 CI
k

Ck =
1

1− e−Sk − e−2Sk

CI
k =

−e−SkΦ1(Sk)− 0.5e−2SkΦ2(Sk)

1− e−Sk − e−2Sk

其中 Φ1(s) =
´ 0
−1

e−stdt，Φ2(s) =
´ 0
−2

e−stdt。取 N = 5，我們有

S0 = −0.2750 + 1.4752i C0 = 0.2763− 0.1759i CI
0 = 0.0961 + 0.5746i

S±1 = −1.1468± 7.2401i C±1 = 0.0170∓ 0.0804i CI
±1 = 0.0110± 0.0818i

S±2 = −1.5075± 13.4657i C±2 = 0.0050∓ 0.0421i CI
±2 = 0.0028± 0.0422i

S±3 = −1.7229± 19.7226i C±3 = 0.0025∓ 0.0282i CI
±3 = 0.0011± 0.0282i

S±4 = −1.8759± 25.9973i C±4 = 0.0016∓ 0.0211i CI
±4 = 0.0005± 0.0212i

S±5 = −1.9944± 32.2723i C±5 = 0.0011∓ 0.0169i CI
±5 = 0.0002± 0.0169i

系統響應的近似值為

x(t) ≈
5∑

k=−5

eSkt(CN
k x0 + CIN

k ) +

ˆ t

0

5∑
k=−5

eSk(t−τ)CN
k bu(τ)dτ

其中 Φ1(s) =
´ 0
−1

e−stdt 且 Φ2(s) =
´ 0
−2

e−stdt，實際計算的結果在圖 3.2。
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圖 3.2: 章節 3.2.3 結果，虛線部分為 Matlab 內建指令 dde23 得到的近似解
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第 4 章

單一時滯微分系統

令 h > 0、A, Ad ∈ Mn(R)、B ∈ Mn×p(R)、x0 ∈ Rn，給定單一時滯微分系統

ẋ(t) = Ax(t) +Adx(t− h) +Bu(t), t > 0

x(0) = x0

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−h, 0)

(4.1)

其中 ϕ ∈ C([−h, 0],Rn) 為前導函數、u ∈ C((0,∞),Rp) 為系統輸入，此系統在 t = 0 時不必連續，換句話說，ϕ(0)

不必等於 x0。系統穩定的條件為系統特徵值實部均小於 0，即系統特徵值位於複數平面上的左半平面。

4.1 矩陣方程

令 (4.1) 的輸入為零，則其特徵方程為
S −A−Ade

−Sh = O (4.2)

其中 O 為 n× n 零矩陣。上式等價於
(S −A)heSh = Adh (4.3)

Yi 在其附錄中提到 [9]，若 A 與 Ad 可交換，則

(S −A)he(S−A)h = (S −A)heShe−Ah = Adhe
−Ah

因此得到

S =
1

h
W (Adhe

−Ah) +A

但一般情況下 A 與 Ad 不可交換，因此假設存在 Q ∈ Mn(C) 使得

(S −A)he(S−A)h = AdhQ

因矩陣型 Lambert W function 也有可數個 branch，因此有可數個 Sk 滿足上式並有下列關係

Sk =
1

h
Wk(AdhQk) +A (4.4)

其中由 Qk 決定 Sk，對所有 k ∈ Z。若將 (4.4) 帶入 (4.3)，得到

Wk(AdhQk)e
AdhQk)+Ah = Adh (4.5)

顯然當 A,Ad 可交換時，每項 Qk 皆可以是 e−Ah。若 A,Ad 不可交換，令 Hk = AdhQk，解矩陣方程 4.5，以
Matlab 指令 fsolve
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% Initial Condition: A, Ad, Xini, k, h
F=@(k,H) lambertd(k,H)*expm(lambertd(k,H)+A*h) - Ad*h;
H_k=fsolve(@(H) F(k,H), Xini);
S_k=A+lambertd(k,H_k)/h;

其中
function y=lambertd(k,X)
% 只能用在可對角化矩陣
[V,D]=eig(X);
d=diag(D);
y=V*diag(lambertw(k,d))/V;

4.2 狀態轉移矩陣

已經知道各項 Sk，透過矩陣型 Lambert W function 擬合系統的狀態轉移矩陣。

定義 4.1. 若函數 Ψ : R → Mn(R) 滿足

d
dtΨ(t) = AΨ(t) +AdΨ(t− h), t > 0

Ψ(t) = Iδ(t), t ≤ 0

則稱 Ψ 為 (4.1) 的狀態轉移矩陣。

假設存在 Ψ 滿足
L[Ψ(t); s] = (sI −A−Ade

−sh)−1 (4.6)

並設置前導條件為 Ψ(0) = I 且 Ψ(t) = O，對所有 t < 0。對 4.1進行拉氏變換(
sL[Ψ(t); s]−Ψ(0)]

)
−
(
AL[Ψ(t); s] +Ade

−shL[Ψ(t); s]
)

= (sI −A−Ade
−sh)L[Ψ(t); s]− I = O

因此得知 Ψ 是 (4.1) 的狀態轉移矩陣，同第三章的推論，系統的時域響應為

x(t) = Ψ(t)x0 +

ˆ min{0,t−h}

0

Ψ(t− τ − h)Adϕ(τ)dτ +

ˆ t

0

Ψ(t− τ)Bu(τ)dτ

已知各項 Sk，Yi 透過拉氏變換得到 [9]

(sI −A−Ade
−sh)−1 =

∞∑
k=−∞

(sI − Sk)
−1Ck (4.7)

其中 Ck ∈ Mn(C) 為常數矩陣，∀k ∈ Z。已經知道 (sI − A − Ade
−sh)−1 是 (4.1) 狀態轉移矩陣的拉氏變換，因

(4.1) 的狀態轉移矩陣 Ψ 可以用下列的方式擬合

Ψ(t) =

∞∑
k=−∞

eSktCk (4.8)

考慮 n ≥ 2，計算 Ck。假設所有的 Sk 皆可對角化，因此

(sI −A−Ade
−sh)−1 =

1

Υ(s)
Adj(sI −A−Ade

−sh)

其中 Υ(s) = det(sI −A−Ade
−sh)，Adj(sI −A−Ade

−sh) 為 sI −A−Ade
−sh 的伴隨矩陣。令 Sk 的特徵值為

λk1, · · · , λkp，其中 p ≤ n。假設單位矩陣 Ir 的階數為特徵值 λkr 的重根數，因 Sk 可對角化，所以存在 Vk ∈ Mn(C)
滿足

(sI − Sk)
−1 = Vkdiag( 1

s− λk1
I1, · · · ,

1

s− λkp
Ip)Vk

−1
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已知

(sI −A−Ade
−sh)−1 =

∞∑
k=−∞

(sI − Sk)
−1Ck

恆成立，若將兩邊同乘 s− λkr 並取極限，得到

Vkdiag(· · · , Ir, · · · )Vk
−1Ck = lim

s→λkr

s− λkr

Υ(s)
Adj(sI −A−Ade

−sh)

=
1

Υ̇(λkr)
Adj(λkrI −A−Ade

−λkrh)

對所有 r ∈ {1, 2, · · · , p}。將上式分別帶入 r = 1, 2, · · · , p 並加總，得到

Ck =

p∑
r=1

1

Υ̇(λkr)
Adj(λkrI −A−Ade

−λkrh)

4.3 系統響應

令 Ψ(s) = (sI −A−Ade
−sh)−1，同第三章的手法，系統的頻域響應為

X(s) = Ψ(s)x0 +Ψ(s)Ade
−shΦ(s) + Ψ(s)BU(s) (4.9)

其中 Φ(s) =
´ 0
−h

ϕ(t)e−stdt。考慮 (4.9) 的第二項，假設存在向量常數 {CI
k ∈ Cn | ∀k ∈ Z} 滿足

Ψ(s)Ade
−shΦ(s) =

∞∑
k=−∞

eSktCI
k (4.10)

因此得到

CI
k =

p∑
r=1

1

Υ̇(λkr)
Adj(λkrI −A−Ade

−λkrh)Ade
−λkrhΦ(λkr)

與第三章的推論相同，最後得到的系統響應為

x(t) =

∞∑
k=−∞

eSkt(Ckx0 + CI
k) +

ˆ t

0

∞∑
k=−∞

eSk(t−τ)CkBu(τ)dτ

在實際運算上，取足夠大的 N 使得

x(t) ≈
N∑

k=−N

eSkt(Ckx0 + CI
k) +

ˆ t

0

N∑
k=−N

eSk(t−τ)CkBu(τ)dτ

因 Lambert W function 在特定條件下具有共軛性，此共軛性質回連帶影響到係數 Ck 與 CI
k，因此只須計算 N/2 項

或 (N − 1)/2 項就能推測全部 N 項所造成的結果。

4.4 範例說明

考慮系統 (4.1)，令 h = 1 且

A =

(
−1 −3

2 −5

)
, Ad =

(
1.66 −0.697

0.93 −0.330

)
,

其中前導條件為 x0 = (1, 0)T，ϕ(t) = (1, 0)T 。取 N = 3，由 Matlab 指令 fsolve 解矩陣函數

Fk(X) = Wk(X)eWk(X)+AhAdh
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得到

H0 =

(
6.3796 19.1537

1.5916 11.1283

)

H±1 =

(
11.3986∓ 0.4665i 9.3815∓ 3.5768i

2.6881∓ 1.6938i 5.3173∓ 2.0199i

)

H±2 =

(
10.1386∓ 0.5348i 9.1198∓ 1.5138i

1.4792∓ 1.0008i 5.2210∓ 0.8456i

)

H±3 =

(
9.9367∓ 0.3573i 9.1513∓ 0.9567i

1.3161∓ 0.6475i 5.2456∓ 0.5344i

)
其中 Wk 為 branch k 的矩陣型 Lambert W function。再將上述 Hk 代入矩陣型 Lambert W function 得到

S0 =

(
0.3055 −1.4150

2.1317 −3.3015

)

S±1 =

(
−0.3499± 4.9081i −1.6253± 0.1459i

2.4175∓ 0.1308i −5.1048± 4.5592i

)

S±2 =

(
−1.1893± 11.0140i −1.6416∓ 0.0549i

2.2340∓ 0.1191i −5.9012± 10.8791i

)

S±3 =

(
−1.6528± 17.2617i −1.6392∓ 0.0337i

2.2017∓ 0.0800i −6.3426± 17.1805i

)
且已知常數矩陣 Ck，CI

k 的算法

C0 =

(
0.3424 −0.0789

−0.0563 −0.4855

)
CI

0 =

(
0.6422

0.2725

)

C±1 =

(
0.0767∓ 0.1876i 0.0142± 0.0419i

0.0239∓ 0.0013i 0.0196∓ 0.1925i

)
CI

±1 =

(
−0.0595± 0.1886i

−0.0823± 0.0598i

)

C±2 =

(
0.0073∓ 0.0922i 0.0102± 0.0045i

0.0026∓ 0.0016i 0.0005∓ 0.0865i

)
CI

±2 =

(
−0.0103± 0.0922i

−0.0213± 0.0110i

)

C±3 =

(
0.0012∓ 0.0584i 0.0045± 0.0010i

0.0007∓ 0.0005i −0.0012∓ 0.0576i

)
CI

±3 =

(
−0.0030± 0.0526i

−0.0094± 0.0036i

)

此時系統零輸入響應為

x(t) ≈
3∑

k=−3

eSkt(Ckx0 + CI
k)

若加入輸入 Bu(t)，則

x(t) ≈
3∑

k=−3

eSkt(Ckx0 + CI
k) +

ˆ t

0

3∑
k=−3

eSk(t−τ)CkBu(τ)dτ

其各項響應分別如圖 4.1、4.2 所示。
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圖 4.1: 章節 4.4 響應，輸入為 0
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圖 4.2: 章節 4.4 響應，上圖輸入為 Bu(t) = (cos t, 0)T，下圖輸入為 Bu(t) = (cos t, sin t)T
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附錄 A

MATLAB 代碼

A.1 章節 3.1.4 代碼

clear; clc;
%-----------------------------------------------------------------------%
h=1; a=-1; ad=-1; x0=1; tf=15;
u=@(t) cos(t);
%-----------------------------------------------------------------------%
xfree=@(t,x,Z) a*x(1)+ad*Z(1,1);
xtol=@(t,x,Z) xfree(t,x,Z)+u(t);
hist=@(t) 1;
sol_1=dde23(xfree,1,hist,[0 tf]);
sol_2=dde23(xtol,1,hist,[0 tf]);

H=ad*h/exp(a*h);

s0=a+lambertw(H)/h;
s1=a+lambertw(1,H)/h;
s2=a+lambertw(2,H)/h;

c0=1/(1+ad*h/exp(s0*h));
c1=1/(1+ad*h/exp(s1*h));
c2=1/(1+ad*h/exp(s2*h));

t=linspace(0,tf,720);
p1= exp(s0*t)*c0 + exp(s1*t)*c1 + exp(s2*t)*c2;
p2= exp(s0*t)*(1-c0)*integral(@(t) exp(-s0*t),-h,0)...

+ exp(s1*t)*(1-c1)*integral(@(t) exp(-s1*t),-h,0)...
+ exp(s2*t)*(1-c2)*integral(@(t) exp(-s2*t),-h,0);

x= 2*real(p1)*x0 + 2*real(p2)/h;

plot(t,x), hold on;
% plot(sol_1.x,sol_1.y,'r:')
title('Initial Condition Response')
xlabel('Time, t')
ylabel('Response, x(t)')
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z=[];
for i=1:length(t)

temp=integral(@(xi) exp(s0*(t(i)-xi))*c0.*cos(xi),0,t(i))...
+integral(@(xi) exp(s1*(t(i)-xi))*c1.*cos(xi),0,t(i))...
+integral(@(xi) exp(s2*(t(i)-xi))*c2.*cos(xi),0,t(i));

z=[z temp];
end
xx=x+2*real(z);

figure plot(t,xx), hold on
% plot(sol_2.x,sol_2.y,'r:')
title('Total Response')
xlabel('Time, t')
ylabel('Response, x(t)')

A.2 章節 3.2.3 代碼

clear; clc;
%-----------------------------------------------------------------------%
h=1; a=-1; a1=-1; a2=-1/2; x0=1;
Phi_1=@(s) (exp(s)-1)/s;
Phi_2=@(s) (exp(2*s)-1)/s;
u=@(t) cos(t); phi=@(t) 1;
n=5; tf=15; err=1e-10;
%-----------------------------------------------------------------------%
H=a1*h/exp(a*h);
t=linspace(0,tf);
xh=zeros(size(t));
xn=zeros(size(t));
% S=[]; C=[]; CI=[];
for k=0:n

Sk_old=a+lambertw(k,H)/h;
Serr=1;
while Serr>err

H1=H+a2*h/exp(a*h)/exp(Sk_old*h);
Sk=a+lambertw(k,H1)/h;
Serr=abs(Sk-Sk_old);
Sk_old=Sk;

end
Sk=Sk_old;
Ck=1/( 1 + a1*h/exp(Sk*h) + 2*a2*h/exp(2*Sk*h) );
CIk=( a1/exp(Sk*h)*Phi_1(Sk) + a2/exp(2*Sk*h)*Phi_2(Sk) )*Ck;

% S=cat(1,S,Sk);
% C=cat(1,C,Ck);
% CI=cat(1,CI,CIk);

xh=xh+ ( Ck*x0 + CIk )*exp(Sk*t);
f=@(t,xi) exp(Sk*(t-xi))*Ck.*u(xi);
temp=zeros(size(t));
for j=1:length(t)
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temp(j)=integral(@(xi) f(t(j),xi), 0,t(j));
end
xn=xn+temp;

end

fun_1=@(t,x,Z) a*x(1)+a1*Z(1,1)+a2*Z(1,2);
fun_2=@(t,x,Z) fun_1(t,x,Z)+u(t);
sol_1=dde23(fun_1,[1 2],phi,[0 tf]);
sol_2=dde23(fun_2,[1 2],phi,[0 tf]);

xh=2*real(xh);
plot(t,xh), hold on
plot(sol_1.x,sol_1.y,'r:')
title('Initial Condition Response')
xlabel('Time, t')
ylabel('Response, x(t)')

figure
xn=2*real(xn);
xx=xh+xn;
plot(t,xx), hold on
plot(sol_2.x,sol_2.y,'r:')
title('Total Response')
xlabel('Time, t')
ylabel('Response, x(t)')

A.3 章節 4.4 代碼

clear; clc;
%-----------------------------------------------------------------------%
% h=1;
A=[-1 -3; 2 -5];
Ad=[1.66 -0.697; 0.93 -0.330];
x0=[1 0]';
%-----------------------------------------------------------------------%

F=@(k,X) lambertd(k,X)*expm(lambertd(k,X)+A) - Ad;

Xini=-A/expm(A);
H0=fsolve(@(X) F(0,X),Xini);
H1=fsolve(@(X) F(1,X),Xini);
H2=fsolve(@(X) F(2,X),Xini);
H3=fsolve(@(X) F(3,X),Xini);

S0=A+lambertd(0,H0);
S1=A+lambertd(1,H1);
S2=A+lambertd(2,H2);
S3=A+lambertd(3,H3);

25



%-----------------------------------------------------------------------%
Adj=@(s) [s-A(2,2)-Ad(2,2)/exp(s) A(1,2)+Ad(1,2)/exp(s);
A(2,1)+Ad(2,1)/exp(s) s-A(1,1)-Ad(1,1)/exp(s) ];
Us=@(s) det(s*eye(2)-A-Ad/exp(s));
Phi=@(s) [ (exp(s)-1)/s; 0 ];
tf=15; ep=1e-4; phi=@(t) [1 0]';
%-----------------------------------------------------------------------%

s0=eig(S0); s01=s0(1); s02=s0(2);
s1=eig(S1); s11=s1(1); s12=s1(2);
s2=eig(S2); s21=s2(1); s22=s2(2);
s3=eig(S3); s31=s3(1); s32=s3(2);

c01=(Us(s01+ep)-Us(s01))/ep; c02=(Us(s02+ep)-Us(s02))/ep;
c11=(Us(s11+ep)-Us(s11))/ep; c12=(Us(s12+ep)-Us(s12))/ep;
c21=(Us(s21+ep)-Us(s21))/ep; c22=(Us(s22+ep)-Us(s22))/ep;
c31=(Us(s31+ep)-Us(s31))/ep; c32=(Us(s32+ep)-Us(s32))/ep;

C0=Adj(s01)/c01 + Adj(s02)/c02;
C1=Adj(s11)/c11 + Adj(s12)/c12;
C2=Adj(s21)/c21 + Adj(s22)/c22;
C3=Adj(s31)/c31 + Adj(s32)/c32;

CI0=Adj(s01)/c01*Ad/exp(s01)*Phi(s01) + Adj(s02)/c02*Ad/exp(s02)*Phi(s02);
CI1=Adj(s11)/c11*Ad/exp(s11)*Phi(s11) + Adj(s12)/c12*Ad/exp(s12)*Phi(s12);
CI2=Adj(s21)/c21*Ad/exp(s21)*Phi(s21) + Adj(s22)/c22*Ad/exp(s22)*Phi(s22);
CI3=Adj(s31)/c31*Ad/exp(s31)*Phi(s31) + Adj(s32)/c32*Ad/exp(s32)*Phi(s32);

% fun=@(t,x,Z) ...
% [ A(1,1)*x(1) + A(1,2)*x(2) + Ad(1,1)*Z(1,1) + Ad(1,2)*Z(2,1);
% A(2,1)*x(1) + A(2,2)*x(2) + Ad(2,1)*Z(1,1) + Ad(2,2)*Z(2,1) ];
% sol=dde23(fun,1,hist,[0 tf]);

t=linspace(0,tf);
xh1=zeros(size(t));
xh2=zeros(size(t));
for i=1:length(t)

term=expm(S0*t(i))*(C0*x0 + CI0) + 2*real(expm(S1*t(i))*(C1*x0 + CI1)) ...
+ 2*real(expm(S2*t(i))*(C2*x0 + CI2)) + 2*real(expm(S3*t(i))*(C3*x0 + CI3));

xh1(i)=real(term(1));
xh2(i)=real(term(2));

end
plot(t,xh1,t,xh2), hold on
% plot(sol.x,sol.y,':')
title('Initial Condition Response')
xlabel('Time, t')
ylabel('Response, x(t)')

for n=1:2
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%-----------------------------------------------------------------------%
switch n

case 1
u=@(t) [cos(t); 0];

case 2
u=@(t) [cos(t); sin(t)];

end
%-----------------------------------------------------------------------%

xf1=zeros(size(t));
xf2=zeros(size(t));
for i=1:length(t)

xi=linspace(0,t(i));
xh=t(i)/length(xi);
temp0=zeros(2,1); temp1=zeros(2,1);
temp2=zeros(2,1); temp3=zeros(2,1);
for j=1:length(xi)

temp0=temp0+expm(S0*(t(i)-xi(j)))*C0*u(xi(j));
temp1=temp1+expm(S1*(t(i)-xi(j)))*C1*u(xi(j));
temp2=temp2+expm(S2*(t(i)-xi(j)))*C2*u(xi(j));
temp3=temp3+expm(S3*(t(i)-xi(j)))*C3*u(xi(j));

end
temp=real(temp0)+2*(real(temp1)+real(temp2)+real(temp3));
xf1(i)=xh*temp(1);
xf2(i)=xh*temp(2);

end
x1=xh1+xf1;
x2=xh2+xf2;

fun1=@ fun(t,x,Z)+u(t);
sol1=dde23(fun1,1,hist,[0 tf]);

figure
plot(t,x1,t,x2), hold on

% plot(sol1.x,sol1.y,':')
title('Total Response')
xlabel('Time, t')
ylabel('Response, x(t)')

end
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