
 

東海大學國際經營與貿易學系碩士班 

碩 士 論 文 

 

 

 

在上游研發下 

上游技術策略聯盟的效益探討 

 

The Benefit of Upstream Technical Strategy Alliance  

in Upstream R & D 

 

 

 

指導教授：謝登隆 博士 

研 究 生：黃立旻 撰 

 

 

 

中  華  民  國  1 0 6  年  6  月 



 

I 
 

中文摘要 

    本研究建構經濟數學模型，並參考 Milliou & Pavlou(2013)的模型架構，基

於廠商追求利潤極大化的角度，運用庫諾寡占競爭模型(Cournot Model)，假設

上下游各存在兩家廠商，探討上游有研發的兩家廠商進行水平技術策略聯盟的

經濟效益，文中利用持股一部分比例的方式進行聯盟，並且在模型中加入市場

規模、產品替代性以及研發技術互補性等因子來做效益比較。 

透過模型推導可得研究結果如下：(1)當持股比例越高、市場規模越大、研

發互補性越強，進行策略聯盟與未進行策略聯盟的利潤差距會越大，代表上游

廠商進行水平技術策略聯盟的效果越好；然而，當產品替代性越大，上游水平

技術策略聯盟的效果會變小。(2)當研發技術互補性越強，研發所降低之成本的

力量會越大，上游廠商賣給下游的關鍵零件價格會越低，最終產品在市場上的

價格也會越低，而產品在市場上的最終產量會提高。(3)當產品替代性越大，最

終產品在市場上的價格會越低，產品在市場上的最終產量也會減少，上游廠商

賣給下游的關鍵零件價格也會越小，研發所降低之成本的力量也就跟著越小。 

 

【關鍵字】策略聯盟、上游研發、產品替代性、技術互補性 
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Abstract 

    This paper constructs a quantitative model, and refers to the modified Cournot 

Model proposed by Milliou & Pavlou (2013). Based on the pursuit of profit 

maximization, this paper explores the benefit of two manufactures of upstream R&D, 

where after they do the technical strategic alliance. The strategy of alliance is holding 

shares, and this paper also add the effect of market size, product substitution and 

technical complementarity of R&D in the model.  

    The results suggest that (1) The benefit is greater while the shareholding ratio, 

market size, and technical complementarity of R&D all positively increased. In other 

words, the benefit is lesser while the product substitution is stronger. (2) While the 

technical complementarity of R&D is stronger, the power of the lower cost of R&D and 

the yield will increase. In other words, the key component price that sold by the 

upstream manufacturer and the price of the product in the market will decrease. (3) 

While the product substitution is stronger, the price of the product in the market, the 

yield, the key component price that sold by the upstream manufacturer, and the power 

of the lower cost of R&D all negatively decreased. 

 

Keywords ： Strategic Alliance, Upstream R&D, Product Substitution, Technical 

Complementarity 
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第一章 緒論 

    本章分為三個小節，第一節為研究背景與動機，第二節為研究目的，第三

節為研究流程與架構。 

第一節 研究背景與動機 

    隨著世代的變遷，除了時間及環境的轉變，各產業也以追風逐電的速度變化

著，不論是經濟結構、社會結構，都正快速的改變中。特別是科技產業，其變化

速度之快是一般人無法想像的。近年來，全球企業併購、策略聯盟漸漸崛起，無

論是企業因獲利持續下降導致供過於求的失衡狀況，或是大型企業為累積更多財

富，他們都必須思考使獲利提升的辦法。而最常見的提升獲利方法就是降低成本，

企業通常用的方法無非是垂直整合或水平整合，此方法不但可以擴大事業版圖，

也能達到降低成本的目的。 

    然而，除整合、併購之外，現今企業也流行以持股一部分百分比的方式進行

策略聯盟，因為完全併購會花費較多的錢，且須承擔較高的風險，萬一併購的企

業負債是資產的好幾倍，或是剩下一具空殼沒有任何利用價值，可謂是得不償失。

反觀持股，只需花較少的錢變握有該企業部份的掌控權，且以本研究站在上游立

場來看，上游廠商以持股方式進行水平策略聯盟，即可共享對方的研發技術。相

較之下，持股策略聯盟的利益在某個層面上來說，會比併購來的佳，而持股的風

險也較併購來的低。 

    現今世界上存在的產業有百百種，化工、醫療、生技、半導體、金融及傳統

產業等，回顧近年的全球併購案及持股案件，其中併購的案件有：英特爾(Intel)

以 167 億美元現金收購晶片設計業者阿爾特拉(Altera)、安華高(Avago)以 370 億

美元收購網通晶片廠博通(Broadcom)、戴爾(Dell)以 670 億美元收購數據儲存設
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備大廠易安信(EMC)等，以上幾個併購案例是以水平整合做技術互補，或是上下

游做垂直整合；持股的案例則有：日亞化(NICHIA)持股 LED 晶片廠光磊 6%的

股權、東芝(Toshiba)持股 FLASH 控制晶片廠群聯 10%的股權、英特爾(Intel)持

股晶片廠紫光 20%的股權、鴻海持股大型電子製造商夏普(Sharp)66%的股權等，

以上持股案例也是運用了水平策略聯盟，或是上下游垂直策略聯盟。企業為了降

低成本、增加效能，以併購或持股的方式拓展版圖，同時也強化了議價能力，總

總的合作方式皆為了一個共同目標：追求利潤極大化。 

    近年全球企業併購案風氣火熱，已成為一股不可擋的趨勢，根據 IMAA 統計

資料顯示，全球企業併購金額在 2015 年就達到 4.6 兆美元(圖 1-1)。而根據統計，

台灣近幾年的企業併購件數與金額，雖有小幅波動，卻沒有明顯成長，呈現一種

「全球併購熱、台灣併購冷」的現象。截至 2016 年，台灣企業併購案件不論是

件數與金額都比 2015 年小幅衰退(圖 1-2)，可推估市場目前可能處於飽和狀態，

企業為降低風險，會多選擇持股的方式與另一家關聯企業進行策略聯盟，或以其

他方式進行合作。 

 

資料來源：Institute for mergers, acquisitions and alliances (IMAA) 

圖 1-1 全球企業併購案件 
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資料來源：Institute for mergers, acquisitions and alliances (IMAA) 

圖 1-2 台灣企業併購案件 

    除了上述所探討的併購、持股外，企業在組織聯盟打敗敵人的同時，也得強

化自己，在創新壓力的驅使下，企業唯有不斷的創新、精進，才能不在時代的洪

流中被淘汰，達到永續發展的目標。總而言之，併購或策略聯盟的決定牽涉種種

因素，但企業終以擴大事業版圖追求最大利潤及永續發展為目標，此為本研究主

要目的之一。 

    學者們針對併購、整合等方面的議題做過許多相關研究，如 Inderst & 

Wey(2003)、Millou & Petrakis(2007)及 Milliou & Pavlou(2013)等人，主要研究水

平整合所帶來的效益，其中 Milliou & Pavlou(2013)的研究裡特別強調 R&D 對於

效益影響的重要性。趙育敏(2016)，其在上游有研發的前提假設下，分別建立分

離模式、垂直整合與水平整合等三種相異策略的經濟數學模型，並藉此比較上游

廠商進行垂直整合與水平整合的經濟效益。 
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    雖然也有一些研究和策略聯盟議題相關的學者，但藉由建構經濟模型來探討

效益的並不多，在相關研究中，丁凱郁(2011)，藉由上下游廠商進行交叉持股的

聯盟方式，探討持股比例對市場的影響。樊力豪(2011)，建構經濟模型，站在下

游立場，探討垂直參股與水平參股的策略比較，並得知甚麼樣的策略會為企業帶

來更高的獲利。而本研究主要透過經濟數學模型推導，從廠商追求利潤極大化的

角度，以製程創新的研發為主軸，並共享關鍵零件的研發互補技術，探討站在上

游研發的立場，水平技術策略聯盟會使企業提高獲利，這正是本篇研究最重要的

貢獻。 

第二節 研究目的 

    綜合第一節的背景與動機，茲將本研究目的整理如下： 

一、探討上游水平技術策略聯盟對利潤的影響。 

二、探討上游水平技術策略聯盟與研發費用 𝑥𝑖 及利潤 𝜋 變動，以及產品可替

代性 𝜆 與研發技術互補性 𝑏 等因子對經濟效益差距之影響。 

三、探討持股比例越高，利潤是否越大。 

第三節 研究流程與架構 

    本研究包含五個章節，第一章：緒論，說明研究背景與動機，並歸納出研究

目的以及研究流程與架構；第二章：文獻探討，回顧本研究相關之文獻；第三章：

研究方法與模型建構，包含模型假設與變數定義以及模型架構與設計，並推導模

型與均衡解；第四章：模型經濟效益分析與探討，此章分為三個小節，探討分離

模式到水平技術策略聯盟的利潤變化、技術互補性 𝑏 對水平技術策略聯盟之效

果以及產品替代性 𝜆 對水平技術策略聯盟之效果；第五章：結論與建議，包含

研究結果分析與探討，並給予未來研究方向與建議。 
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圖 1-3 本研究之架構 

 

 

研究背景與目的

文獻探討

研究方法與模型建構

模型經濟效益分析

結論與建議
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第二章 文獻探討 

    本章分為兩節，針對本研究做相關文獻之回顧，第一節為策略聯盟的相關

文獻，探討其定義、理論、類型及效益，第二節為創新的相關文獻，並探討其

定義及類型。 

第一節 策略聯盟相關文獻 

一、策略聯盟的定義 

策略聯盟(Strategic Alliance)一詞早已被廣泛運用，然而他的定義並非明確，

各學者們常常使用不同詞彙來代表類似的意義，例如聯盟(Alliance)、合作

(Cooperation) 、策略夥伴 (Strategic Partnership) 及競爭性合作 (Competitive 

Collaboration)等，雖然詞彙不同，但代表的意義是相似的(林筱筑，2010)。而策

略聯盟的概念最早在 1970 年代由美國 DEC 公司總裁 J. Hopland 與管理學家 R. 

Nigel 所提出，後續也有許多學者提出對策略聯盟的見解，茲將各學者們提出的

定義整理如下(表 2-1)： 

表 2-1 策略聯盟定義表 

學者 對策略聯盟的定義 

Killing(1983) 

兩個或兩個以上的組織，為達某一策略目標所組

成之聯盟。 

James(1985) 

透過互利過程，相互依賴、維持聯盟的承諾，任一

方利益的改變，都有可能使聯盟走向滅亡。 

Poter & Fuller(1986) 

聯結各個公司企業活動的一種正式、長期，非合併

之聯盟。 

Harrigan(1988) 

企業間一起工作，以達到某一項策略目標的合夥

關係。 
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Devlin & Bleackley(1988) 

基於公司策略的考量，來確保、維持或增進公司關

鍵競爭優勢的策略選擇，亦是公司未來發展重要

的方向。學者認為其發生於公司想改善，或快速改

變競爭型態之長期策略規劃的環境中。 

Lynch(1989) 

認為合資與策略聯盟皆為一種合作的商業行為，

是由兩個或兩個以上的獨立組織為達策略目的而

形成之，彼此分享所有的責任、風險與報酬。然而

合資會形成一個新的獨立個體，而策略聯盟則不

會，聯盟有正式的檔及終止日期，並不會形成一個

獨立的企業。 

Willianson(1990) 

一種過渡性的統治組織，而且是短期合作關係，在

目的達成或合約解除時即宣告聯盟解散。 

Das & Teng (1998) 企業間共同的工作，以達成策略目標的協議關係。 

Kale, et al. (2002) 是企業間資源連結共享以及技術的移轉。 

Gareth Jones(2004) 

兩家或兩家以上的公司，承諾互相共用資源，以共

同擴展新事業機會的協議。 

呂鴻德(1996) 

企業個體與個體之間結成盟友，交換互補性資源，

並各自達成目標產品的階段策略目標，最終獲得

長期的市場競爭優勢。 

吳思華(1996) 

兩個或以上的組織，考量策略目標下，自主進行資

源的交換或創造的過程，並形成一種持續而正式

的關係。 

吳青松(1996) 

產業的競爭者間，非市場導向的公司交易，即連結

各個公司活動的一種正式、長期，非合併的合作關

係。 
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張欣房(2003) 

由兩家或以上各自獨立的廠商、政府單位或學術

研究機構等，於各自擁有其經營目標、策略與企業

文化的情形之下，企業企圖藉由雙方合作的關係

來提高競爭優勢的暫時性或長期性的組織。 

鐘依芳(2005) 

策略聯盟有以下三點特色: 

1.由兩家或以上的公司簽訂共同合作的契約。 

2.形成之目的是為了透過合作來獲取自身所缺乏

的資源，進而增加本身的競爭優勢。 

3.基於公司的長期策略發展而存在的。 

范惟翔、陳正源(2008) 
兩家或以上的企業，從事互相謀利的企業行為，透

過長期合作，並注重契約與互賴的關係。 

溫金豐(2012) 
簡單來說就是企業透過其他組織建立長期的合作

關係，以達成策略性目標。 

方至民(2015) 

兩個或以上的廠商夥伴間，透過緊密的互惠協定

關係，來共享資源、知識及能力，進而強化每一位

夥伴的競爭地位來達成其目標。 

 

    根據表 2-1 各學者們對於策略聯盟的定義可發現，有些學者對於策略聯盟的

定義較為廣義，也有的較為狹義，彙整各學者的看法後可看出「策略」為主要關

鍵詞，「聯盟」則是基於策略所使用的一個手段。整理後可得知策略聯盟的三大

要點： 

(一)由兩家或兩家以上的企業所組成 

(二)兩者為共用資源或具互補性關係 

(三)透過聯盟來達成自身的策略目標 

策略聯盟與併購並非相同，併購牽涉了兩個組織體的結合，策略聯盟則多指

企業組織間基於某項目標而聯盟，因為在獲取夥伴資源時，並非所有被併購公司
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的資產對於收購公司而言都是有價值的。因此，當只有部分資產有價值，或是因

為該資源具專有性，使併購時會產生損失，廠商會採取策略聯盟而非併購的方式

來獲得(Barney, 2001)。 

二、 策略聯盟的動機與相關理論 

    一般而言，企業都會以追求利潤極大化為目標在運營，學者們綜合促使策略

聯盟的誘因及動機，並歸納出一些理論，以下舉交易成本理論及資源基礎理論來

討論： 

(一)交易成本理論(Transaction-cost theory) 

    交易成本理論簡言之，即交易的過程中所發生商議、監督與控管等活動所

需的成本。從制度經濟交易成本觀點，由於市場失靈，廠商會選擇聯盟的方式

來減少交易成本，包括合約制定、監督及執行成本等(Williamson, 1985, 2008、

Oum etc., 2004、Esteban-Bravo and Lado, 2011)。Coase(1937)曾提到，廠商會利

用內部化等協調活動的方式，來減少交易時所額外生產出的不必要成本，由於

在交易的過程中不會每次都完美，會受外在某些不確定性等環境因素而影響交

易的進行(王盈茹，2009)。Williamson(1985)則認為交易成本來自不完全的契約，

並將其分成事前及事後兩大類：事前交易成本包含簽約、談判及保障契約等；

事後交易成本則包含監督及執行契約等成本。且由於環境的變動：環境複雜度

與不確定性、資訊不對稱、少數交易、資產專屬性等；人性因素：有限理性、

投機主義等，人們為自身利益而隱瞞資訊，發生資訊不對稱的情況，可導致市

場失靈，使人們更無法清楚預測各種可能產生的情況，造成交易的困難而使成

本增加。Williamson(1985)再對於資產專屬性的論點給予定義，他認為在交易過

程中，對於某項特定資產的投資將使雙方交易的利益增加，造成買方賣方皆有

獨佔力，則此資產被稱為專屬性資產。資產專屬性不同時，也會產生不同的交

易成本，當資產專屬性越強，整合內部會相對地有效率，就越能誘發廠商進行

垂直整合以節省大量成本。 
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(二)資源基礎理論(Resource-based theory) 

    資源基礎理論假設企業具備不同的有形及無形資源，而這些資源可轉變為

獨特的能力，並在企業間是不可流動並難以模仿、複製；稀少，無法輕易取得；

具獨特性，不可替代，不易被取代；必須能夠創造顧客價值，這些獨特資源與

能力皆為企業維持競爭優勢的泉源(高蜜珊，2016)。 

    Badaracco(1991)發現不可言傳的知識是無法透過市場交易來取得的，因此

必須透過聯盟的方式來獲得知識(陳竹水，2004：21-22)。Barney(1991)亦提出

無法完全由公開市場取得競爭優勢，有時須依賴廠商內部資源並有效的運用。

並認為廠商不只是資源的組合，更是一種組織機制，具備學習與累積新技術的

能力，進而影響廠商的發展。又部分學者認為不易藉由市場或契約來移轉某些

隱性知識，這樣的知識包含於組織形式中，為了取得這些隱性的知識，公司會

選擇和知識的擁有者合作，並於過程中，透過組織學習以取得知識，來增進公

司的能力(高蜜珊，2016)。 

三、 策略聯盟的類型 

    策略聯盟是企業合作的某一種形式，對於策略聯盟的類型，學者們提出各種

分類方式(陳逸舫，2009；樊力豪，2011)，茲將某些學者提出的聯盟類型整理如

下(表 2-2)： 

表 2-2 策略聯盟的類型 

學者 策略聯盟的類型 

Sierra(1995) 

1. 合資：分成百分之五十對百分之五十的股權合

資與不對等股權合資等兩種 

2. 股權投資：分成股權交換與少數股權投資等兩

種 

3. 功能性協定分七種：聯營、交互授權、合作行

銷、共同研發、技術支援、合作製造、共同通
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路使用等 

4. 混合性合作：包含以上不只一種的合作方式 

Das & Teng(2000) 

分為四種類型： 

1. 單 邊 契 約 聯 盟 (Unilateral Contract-Based 

Alliance)：明訂財產所有權移轉契約，個別企

業獨立執行對另一方的義務，這種類型的契約

通常相對完整且明確。 

2. 雙 邊 契 約 聯 盟 (Bilateral Contract-Based 

Alliance)：需聯盟夥伴一起投入資源，並共同

執行活動一段期間，如共同研發、生產及行銷

等，這類型的契約較為不完整。 

3. 少數股權聯盟(Minority Equity Alliance)：企業

之間共同營運，沒有另外成立新公司，而是透

過投資合夥人加入董事會並進行監督等工作。 

4. 合資(Equity Joint Venture)：企業間共同成立新

的公司，並各自擁有一部分股權。 

Perry, Sengupta & 

Krapfel(2004) 

以產業價值鏈的發展來區分： 

1. 水平式聯盟：相同或相似廠商、企業間彼此合

作的關係。 

2. 垂直式聯盟：上游及下游廠商間的合作，於同

一產品的不同生產階段內，原料、零件、半成

品及成品之間的廠商合作關係。 

司徒達賢(1996) 

以國內中小企業區分三類聯盟模式： 

1. 垂直式聯盟：似垂直整合的方式，企業個別從

事自己專長的活動，再藉由聯盟連結不同的價
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值活動，來提供更完善的價值鏈功能。且透過

此聯盟方式，可減少某些市場上的不確定性，

降低營運風險及成本，使得企業在市場上更具

競爭力。 

2. 水平式聯盟：此類型聯盟是以整合類似的價值

活動來拓展營運的規模，並發揮規模經濟的特

點降低固定成本的投資。此聯盟可集中不同的

企業資源做更有效的運用，避免重複與浪費，

以提高整體的效能，使得企業在市場上更具競

爭力。 

3. 不對稱式聯盟：又稱為戰鬥品牌聯盟，當某一

個形象及價位皆高的品牌廠商，為了打擊其他

對手及避免潛在競爭者的進入，卻又不希望破

壞自身品牌形象時，可選擇和其他廠商進行聯

盟，由另一家廠商專攻低價市場，形成戰鬥聯

盟，並有效地阻止其他競爭者進入。例如某廠

商生產並銷售高價位滑鼠，在某產品的生命週

期進入中期後，交由另一家聯盟廠商進行大量

生產，自己開始另一新產品的創新。如此一來，

不但可充分運用產品在各生命週期所產生之

利益，也可以維持本身在市場上的品牌形象。 

 

    根據表 2-2 各學者們對於策略聯盟的類型有不同層面的分類方式，而在此針

對本研究所探討之水平策略聯盟為主，Perry, Sengupta & Krapfel(2004)與司徒達

賢(1996)皆對於策略聯盟提出水平式聯盟的類型，整合類似的價值活動來拓展營

運規模，並發揮規模經濟的特點降低固定成本的投資。可集中不同的企業資源做
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更有效的運用，避免重複與浪費，以提高整體的效能，使得企業在市場上更具競

爭力。本研究是以站在上游立場，用水平持股的方式進行策略聯盟。 

四、 策略聯盟的效益探討 

    科技的普及與發展非常迅速，使得產品生命週期越來越短，國際化、全球化

等因素也造成企業間彼此更激烈的競爭。而透過策略聯盟可以更快速的運用與其

他公司的互補優勢來解決問題(樊力豪，2011)。以下整理不同學者對於策略聯盟

的效益看法(表 2-3)： 

表 2-3 策略聯盟的效益 

學者 策略聯盟的效益 

Gugler(1992) 

1. 技術上的利益：透過聯盟，能夠更快速的去得

相關技術，降低風險及研發的不確定性，使其

更早進入市場 

2. 技術上的綜合效應：在擁有不同技術的企業間

進行聯盟，得以在市場上推展出新產品。 

3. 市場全球化：改變海外投資構面，建立更具彈

性的結構與新的組織型態，讓企業擁有全球觀

的基礎。 

敦煌常(1990) 

1. 運用雙方合作的基礎快速進入市場，掌握先

機：在生命週期很短的高科技產業中，誰能掌

握先機，誰就能有較大的勝算。 

2. 降低研發或製造等成本：在產業相互競爭中，

誰的成本較低，誰就有較大的競爭優勢。 

3. 分散風險：雙方在維持長期關係與達成預期策

略目標下，會更積極地進行合作計畫，相對地

降低許多風險。 
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    根據表2-3的整理可得知策略聯盟有需多的優點，使企業採取聯盟的因素有：

取得進入市場的管道，某些市場為了限制新廠商的加入，可能存在一些排外措施；

降低風險及不確定性；增強企業的學習能力，快速獲取相關技術及資源，可幫助

企業對於不熟悉的市場或產業快速步入軌道；強化競爭力，透過聯盟的方式快速

取得互補性資源及能力，助於建立新的競爭優勢，並維持在市場上的領導地位。 

    然而，每件事都存在利與弊，儘管策略聯盟有許多優點，但缺點的部分也值

得討論，策略聯盟潛藏的風險包含：隨著時間經過，夥伴的排斥性會提高，一開

始存在於彼此之間的策略利益漸漸消失，並產生許多當初沒有預料到的行政成本；

知識及能力的乾涸，許多聯盟的成功立基於資源共享與能力轉移，隨著時間流逝，

若發現對方在知識與能力上出現乾涸的現象，且不再有學習的空間，將造成聯盟

不再具有策略價值；互賴的風險，短期內，互賴可帶來策略利益並增加利潤，然

而從長期來看，可能造成過度依賴的狀況發生等(高蜜珊，2016)。 

第二節 創新相關文獻 

一、創新的定義 

    創新(Innovation)的概念最早於 1912 年由熊彼得(Joseph Alois Schumpeter)出

版的《經濟發展理論》一書中所提出。創新是將各式各樣的生產要素及條件結合，

其中包括自然資源、勞動、資本等，創造一個新的生產函數，並且他也提出創新

與生產方式相結合的概念，包括：新生產方式、創造新產品、開發新資源及開拓

新市場等(趙育敏，2016；許友睿，2016)。後續也有許多學者提出對創新的見解，

茲將幾位學者所提出的定義整理如下(表 2-4)： 

表 2-4 創新的定義 

學者 創新的定義 

Peter Drucker (1993, 2014) 

創新不僅是技術層面的，它亦是經濟或社會的詞

彙。 



 

15 
 

創新行為，包括新產品、原料、製程、技術及服務

等，且「破壞市場均衡」的創業才能最有效的降低

失敗風險。 

Tidd (2001) 

創新不只是存在好的想法，更應該強調把這些想

法及概念實際運用在組織活動的過程中。 

Christensen & Raynor 

(2013) 

「破壞式」創新(Disruptive Innovation)才能嶄露頭

角，在市場上脫穎而出。此種創新方法通常是走低

價路線，更貼近消費者以及被過度服務的顧客。 

 

二、創新的類型 

    學者們對於創新的定義不盡相同，想當然對於創新的類型也有所不同(林筱

筑，2010)，茲將學者們對創新的分類整理如下(表 2-5)： 

表 2-5 創新的類型 

學者 創新的類型 

Nonaka (1994) 

1. 產品創新：產品的開發能力、商品化的速度以

及對顧客需求的掌握。 

2. 製程創新：量產的良率、產品與製程品質、製

程的彈性以及生產成本降低的能力。 

3. 組織創新：國際銷售或維修等服務、國際性品

牌以及管理國際的配銷通路等經驗和能力。 

4. 策略創新：產品的新定位、新用途，與活動價

值鏈的重組。 

Tidd (2001) 

1. 產品創新：新產品可使企業維持並提高市場佔

有率與獲利性，企業除了推展創新產品外，還

要比競爭者更快速地引入新產品。 
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2. 製程創新：企業為超越競爭者，必須使用比競

爭者更優越的方式來創新，如此便能達成企業

的競爭優勢。 

3. 服務創新：企業提供消費者更快速、低價與高

品質的服務。 

Bala (2005) 

1. 產品創新與流程創新：產品創新涉及修改或是

新的產品；流程創新則是涉及製造上的修改，

產出新的產品。 

2. 連續創新與不連續創新 

3. 激進式創新與漸進式創新：激進式創新是運用

超越原先的知識或技術所生產的新產品；漸進

式創新則是改善原本的流程或設計而產出新

的產品。 

 

    任何產品都有其生命周期，因此，必須不斷創新研發新產品才能維持企業的

獲利與成長，並在市場上與敵人競爭。本研究所運用的概念主要為製程創新，上

游廠商共享技術及資源來創新研發新產品，增加競爭優勢，以維持獲利能力。 
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第三章  研究方法與模型建構 

    本研究方法與模型設計以 Milliou & Pavlou(2013)上游研發的水平整合模型

架構為基礎，探討廠商追求利潤最大化，並在上游廠商研發前提下，推導分離模

式與上游廠商水平策略聯盟後之經濟效益比較。 

    本章節共分為三部分，第一節為模型假設與變數定義，第二節為模型架構與

設計，第三節為模型推導與均衡解。 

 

第一節 模型假設與變數定義 

一、模型基本假設 

假設一：本模型針對上下游相關產業中，假設各存在兩家廠商，分別為上游

𝑈𝑖(𝑖 = 1,2)，以及下游𝐷𝑖(𝑖 = 1,2)，模型中上游與下游廠商彼此皆為

獨立。 

假設二：根據假設一，設𝑈1對𝑈2持股進行水平策略聯盟，但𝑈2仍保有對售價

的決策權，而𝐷1及𝐷2則分別為獨立廠商。 

假設三：上游廠商𝑈1與𝑈2分別以𝑤1和𝑤2(𝑤1,𝑤2> 0)的價格賣關鍵零件給下游

廠商𝐷1和𝐷2，兩家下游廠商再分別製成最終產品賣給消費者。 

假設四：根據假設三，設𝑈1持股𝑈2並以𝑤1的價格賣關鍵零件給𝐷1(𝑤1> 0)，

而𝑈2則以𝑤2的價格賣關鍵零件給𝐷2(𝑤2> 0)，兩家下游廠商再分別

製成最終產品賣給消費者。 

假設五：上游廠商𝑈1及𝑈2均同時進行關鍵零件的技術研發𝑥𝑖(𝑖 = 1,2)，讓製

造關鍵零件之成本𝑐𝑖 (𝑖 = 1,2)降低，假設中根據 d’Aspremont & 

Jacquemin(1988)與其他學者之研究，研發報酬效果呈現遞減，相當

於研發成本會遞增，此效果可以一元二次方程式2𝑥𝑖
2(𝑖 = 1,2)表示之。 

假設六：下游廠商𝐷1及𝐷2所生產之最終產品具可替代性 𝜆 (0 ≤ 𝜆 ≤ 1)，當 
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𝜆 值越大，代表產品可替代性越高。 

假設七：若上游廠商𝑈1及𝑈2進行水平策略聯盟，且各自進行技術研發𝑥𝑖(𝑖 = 

1,2)，且其雙方技術具互補性 𝑏 (0 ≤ 𝑏 ≤ 1)，當 𝑏 值越大，代表

研發技術互補性越高，也就是越具一般性(generic)，而雙方屬聯盟

關係，因此越能共享技術，並同時降低成本；反之，當 𝑏 值越小，

代表研發技術互補性越低，也就是越具專有性(specificity)，雙方越

無法共享技術。 

二、變數定義 

表 3-1 模型變數定義表 

變數符號 定義 

𝑈𝑖 上游第𝑖家廠商；𝑖 = 1,2 

𝐷𝑖 下游第𝑖家廠商；𝑖 = 1,2 

𝑝𝑖 產品在市場上之最終價格；𝑖 = 1,2 

𝑞𝑖 下游廠商在市場上之銷售量；𝑖 = 1,2 

𝑎 市場規模大小；𝑎 > 𝑡
_

 

𝜆 產品替代性大小；0 ≤ 𝜆 ≤ 1 

𝑏 技術互補性大小；0 ≤ 𝑏 ≤ 1 

𝑐𝑖 上游廠商零組件製程成本；𝑖 = 1,2 

𝑡
_

 上游廠商的研發固定製程成本；𝑡
_

 > 𝑥𝑖 

𝑥𝑖 上游廠商進行研發所降低的成本，亦視為研發所投入之

費用；𝑖 = 1,2 

2𝑥𝑖
2 上游廠商進行研發之報酬遞減函數 

𝑤𝑖 下游廠商購買上游原料之成本；𝑖 = 1,2 

𝜋𝐷𝑖
 下游廠商之總利潤；𝑖 = 1,2 

𝜋𝑈𝑖
 上游廠商之總利潤；𝑖 = 1,2 

𝛼 策略聯盟之持股比例；0 ≤ α ≤ 1 
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第二節 模型架構與設計 

一、模型架構 

(一)分離模式(Separation) 

上游兩家廠商(𝑈𝑖，𝑖 = 1,2)，以及下游兩家廠商(𝐷𝑖，𝑖 = 1,2) ，不論上游

或下游，兩家廠商彼此為獨立；上游兩家廠商分別進行研發(𝑥𝑖，𝑖 = 1,2)，

並以𝑤𝑖 (𝑖 =1,2)的價格分別賣給下游廠商，𝑈1賣關鍵零組件給𝐷1，𝑈2賣

關鍵零組件給𝐷2，𝐷1及𝐷2再分別製成最終產品賣給消費者。 

 

圖 3-1 分離模型架構 

(二)上游水平策略聯盟模式(Upstream Horizontal Strategic Alliance) 

上游廠商𝑈1對𝑈2持股進行水平策略聯盟，並同時各自進行技術研發(𝑥𝑖，

𝑖 = 1,2)，再以𝑤𝑖 (𝑖 =1,2)的價格分別賣給下游廠商𝐷1及𝐷2。 

 

圖 3-2 上游水平策略聯盟模型架構 

二、模型設計 

(一)分離模式 
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1. 下游廠商的市場需求函數 

𝑝𝑖(𝑞𝑖, 𝑞𝑗) = 𝑎 − 𝑞𝑖 − λq𝑗，(𝑖 ≠ 𝑗；𝑖 , 𝑗 =1,2；0 ≤ 𝜆 ≤ 1) 

2. 下游廠商的成本函數 

𝑐𝐷𝑖
= 𝑤𝑖，(𝑖 =1,2) 

3. 下游廠商的利潤函數 

𝜋𝐷𝑖
= (𝑝𝑖(𝑞𝑖, 𝑞𝑗) − 𝑤𝑖) × 𝑞𝑖(𝑤𝑖, 𝑤𝑗)，(𝑖 ≠ 𝑗；𝑖 , 𝑗 =1,2) 

4. 上游廠商的成本函數 

𝑐𝑈𝑖
= 𝑡

_

− 𝑥𝑖(𝑖 ≠ 𝑗；𝑖 =1,2) 

5. 上游廠商的利潤函數 

𝜋𝑈𝑖
= (𝑤𝑖 − 𝑐𝑈𝑖

) × 𝑞𝑖(𝑤𝑖, 𝑤𝑗) − 2𝑥𝑖
2，(𝑖 ≠ 𝑗；𝑖 , 𝑗 =1,2) 

 

(二)上游水平策略聯盟模式 

1. 下游廠商的市場需求函數 

𝑝𝑖(𝑞𝑖, 𝑞𝑗) = 𝑎 − 𝑞𝑖 − λq𝑗，(𝑖 ≠ 𝑗；𝑖 , 𝑗 =1,2；0 ≤ 𝜆 ≤ 1) 

2. 下游廠商的成本函數 

𝑐𝐷𝑖
= 𝑤𝑖，(𝑖 =1,2) 

3. 下游廠商的利潤函數 

𝜋𝐷𝑖
= (𝑝𝑖(𝑞𝑖, 𝑞𝑗) − 𝑤𝑖) × 𝑞𝑖(𝑤𝑖, 𝑤𝑗)，(𝑖 ≠ 𝑗；𝑖 , 𝑗 =1,2) 

4. 上游廠商𝑈1及𝑈2進行水平策略聯盟的成本函數 

𝑐𝑈𝑖
= 𝑡

_

− 𝑥𝑖 − bx𝑗，(𝑖 ≠ 𝑗；𝑖 , 𝑗 =1,2) 

𝑐𝑈𝑗
= 𝑡

_

− 𝑥𝑗 − bx𝑖，(𝑖 ≠ 𝑗；𝑖 , 𝑗 =1,2) 

5. 上游廠商𝑈1及𝑈2進行水平策略聯盟的利潤函數 

𝜋𝑈𝑖
+ 𝛼 × 𝜋𝑈𝑗

=(𝑤𝑖 − 𝑡
_

+ 𝑥𝑖 + bx𝑗) × 𝑞𝑖(𝑤𝑖, 𝑤𝑗) − 2𝑥𝑖
2 + 𝛼 × (𝑤𝑗 −

𝑡
_

+ 𝑥𝑗 + bx𝑖) × 𝑞𝑗(𝑤𝑖, 𝑤𝑗) − 2𝑥𝑗
2，(𝑖 ≠ 𝑗；𝑖 , 𝑗 =1,2) 
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第三節 模型推導與均衡解 

一、分離模式均衡解之推導 

  步驟一：首先推導下游廠商之均衡產量𝑞1及𝑞2 

𝑝1 = 𝑎 − 𝑞1 − λq2，(0 ≤ 𝜆 ≤ 1)                                 (3-1-1) 

𝑝2 = 𝑎 − 𝑞2 − λq1，(0 ≤ 𝜆 ≤ 1)                                (3-1-2) 

𝑐𝐷1
= 𝑤1                                                    (3-1-3) 

𝑐𝐷2
= 𝑤2                                                    (3-1-4) 

𝜋𝐷1
= (𝑝1 − 𝑐𝐷1

) × 𝑞1                                          (3-1-5) 

𝜋𝐷2
= (𝑝2 − 𝑐𝐷2

) × 𝑞2                                          (3-1-6) 

 

追求利潤最大化下，使𝜋𝐷1
和𝜋𝐷2

分別對𝑞1及𝑞2進行微分，求出最適產量 

∂𝜋𝐷1

∂𝑞1
= 0  → 𝑎 − 2𝑞1 − 𝑤1 − λq2 = 0                            (3-1-7) 

∂𝜋𝐷2

∂𝑞2
= 0  → 𝑎 − 2𝑞2 − 𝑤2 − λq1 = 0                            (3-1-8) 

 

將(3-1-7)及(3-1-8)解聯立，可得 

𝑞1 = −
2𝑎−𝑎𝜆−2𝑤1+𝜆𝑤2

−4+𝜆2                                           (3-1-9) 

𝑞2 = −
2𝑎−𝑎𝜆+𝜆𝑤1−2𝑤2

−4+𝜆2                                          (3-1-10) 

 

  步驟二：接著推導上游廠商關鍵零件之銷售價格𝑤𝑖、研發費用x𝑖以及利潤𝜋𝑈𝑖
 

𝑐𝑈1
= 𝑡

_

− 𝑥1                                                 (3-1-11) 

𝑐𝑈2
= 𝑡

_

− 𝑥2                                                 (3-1-12) 

𝜋𝑈1
= (𝑤1 − 𝑡

_

+ 𝑥1) × 𝑞1 − 2𝑥1
2                               (3-1-13) 

𝜋𝑈2
= (𝑤2 − 𝑡

_

+ 𝑥2) × 𝑞2 − 2𝑥2
2                               (3-1-14) 

 

將(3-1-9)與(3-1-10)分別代入(3-1-13)及(3-1-14)，可得 
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𝜋𝑈1
 =−2𝑥1

2 −
(2𝑎−𝑎𝜆−2𝑤1+𝜆𝑤2)(−𝑡

_
+𝑤1+𝑥1)

−4+𝜆2                           (3-1-15) 

𝜋𝑈2
 =−2𝑥2

2 −
(2𝑎−𝑎𝜆+𝜆𝑤1−2𝑤2)(−𝑡

_
+𝑤2+𝑥2)

−4+𝜆2                           (3-1-16) 

 

追求利潤最大化下，使𝜋𝑈1
和𝜋𝑈2

分別對𝑤1及𝑤2進行微分，求出最適售價 

∂𝜋𝑈1

∂𝑤1
= 0  → −

2𝑎−𝑎𝜆−2𝑤1+𝜆𝑤2

−4+𝜆2
+

2(−𝑡
_
+𝑤1+𝑥1)

−4+𝜆2
= 0                   (3-1-17) 

∂𝜋𝑈2

∂𝑤2
= 0  → −

2𝑎−𝑎𝜆+𝜆𝑤1−2𝑤2

−4+𝜆2
+

2(−𝑡
_
+𝑤2+𝑥2)

−4+𝜆2
= 0                   (3-1-18) 

 

將(3-1-17)及(3-1-18)解聯立，可得 

𝑤1 = −
8𝑎−2𝑎𝜆−𝑎𝜆2+8𝑡

_
+2𝜆𝑡

_
−8𝑥1−2𝜆𝑥2

−16+𝜆2                               (3-1-19) 

𝑤2 = −
8𝑎−2𝑎𝜆−𝑎𝜆2+8𝑡

_
+2𝜆𝑡

_
−2𝜆𝑥1−8𝑥2

−16+𝜆2                               (3-1-20) 

 

再將(3-1-19)與(3-1-20)分別代入(3-1-15)及(3-1-16)，可得 

𝜋𝑈1
= −2𝑥1

2 −
1

−4+𝜆2 (−𝑡
_

+ 𝑥1 −
8𝑎−2𝑎𝜆−𝑎𝜆2+8𝑡

_
+2𝜆𝑡

_
−8𝑥1−2𝜆𝑥2

−16+𝜆2 )(2𝑎 − 𝑎𝜆 −

𝜆(8𝑎−2𝑎𝜆−𝑎𝜆2+8𝑡
_
+2𝜆𝑡

_
−2𝜆𝑥1−8𝑥2)

−16+𝜆2 +
2(8𝑎−2𝑎𝜆−𝑎𝜆2+8𝑡

_
+2𝜆𝑡

_
−8𝑥1−2𝜆𝑥2)

−16+𝜆2 )      (3-1-21) 

 

𝜋𝑈2
= −2𝑥2

2 −
1

−4+𝜆2 (−𝑡
_

−
8𝑎−2𝑎𝜆−𝑎𝜆2+8𝑡

_
+2𝜆𝑡

_
−2𝜆𝑥1−8𝑥2

−16+𝜆2 + 𝑥2)(2𝑎 − 𝑎𝜆 +

2(8𝑎−2𝑎𝜆−𝑎𝜆2+8𝑡
_
+2𝜆𝑡

_
−2𝜆𝑥1−8𝑥2)

−16+𝜆2 −
𝜆(8𝑎−2𝑎𝜆−𝑎𝜆2+8𝑡

_
+2𝜆𝑡

_
−8𝑥1−2𝜆𝑥2)

−16+𝜆2 )      (3-1-22) 

 

追求利潤最大下，使𝜋𝑈1
和𝜋𝑈2

分別對𝑥1及𝑥2進行微分，求出最適研發費用 

∂𝜋𝑈1

∂𝑥1
= 0 → −4𝑥1 −

(−
16

−16+𝜆2+
2𝜆2

−16+𝜆2)(−𝑡
_
+𝑥1−

8𝑎−2𝑎𝜆−𝑎𝜆2+8𝑡
_
+2𝜆𝑡

_
−8𝑥1−2𝜆𝑥2

−16+𝜆2 )

−4+𝜆2
−

1

−4+𝜆2 (1 +
8

−16+𝜆2)(2𝑎 − 𝑎𝜆 −
𝜆(8𝑎−2𝑎𝜆−𝑎𝜆2+8𝑡

_
+2𝜆𝑡

_
−2𝜆𝑥1−8𝑥2)

−16+𝜆2 +

2(8𝑎−2𝑎𝜆−𝑎𝜆2+8𝑡
_
+2𝜆𝑡

_
−8𝑥1−2𝜆𝑥2)

−16+𝜆2 ) = 0                             (3-1-23) 
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∂𝜋𝑈2

∂𝑥2
= 0 → −4𝑥2 −

(−
16

−16+𝜆2+
2𝜆2

−16+𝜆2)(−𝑡
_
−

8𝑎−2𝑎𝜆−𝑎𝜆2+8𝑡
_
+2𝜆𝑡

_
−2𝜆𝑥1−8𝑥2

−16+𝜆2 +𝑥2)

−4+𝜆2 −

1

−4+𝜆2 (1 +
8

−16+𝜆2)(2𝑎 − 𝑎𝜆 +
2(8𝑎−2𝑎𝜆−𝑎𝜆2+8𝑡

_
+2𝜆𝑡

_
−2𝜆𝑥1−8𝑥2)

−16+𝜆2 −

𝜆(8𝑎−2𝑎𝜆−𝑎𝜆2+8𝑡
_
+2𝜆𝑡

_
−8𝑥1−2𝜆𝑥2)

−16+𝜆2 ) = 0                             (3-1-24) 

 

將(3-1-23)及(3-1-24)解聯立，可得 

𝑥1 = −
(−8+𝜆2)(𝑎−𝑡

_
)

120+32𝜆−23𝜆2−2𝜆3+𝜆4                                    (3-1-25) 

𝑥2 = −
(−8+𝜆2)(𝑎−𝑡

_
)

120+32𝜆−23𝜆2−2𝜆3+𝜆4                                    (3-1-26) 

 

步驟三：最後將(3-1-25)與(3-1-26)分別代回(3-1-19)及(3-1-20)求得𝑤1、𝑤2， 

        接著將求得的解一步步代回去𝑞1、𝑞2、𝑝1、𝑝2、𝜋𝑈1
、𝜋𝑈2

、𝜋𝐷1
以及 

        𝜋𝐷2
的函數中，可得最終解，再求𝜋𝑇 

𝑤1 =  
𝑎(56−19𝜆2+𝜆4)−2(−32−16𝜆+2𝜆2+𝜆3)𝑡

_

120+32𝜆−23𝜆2−2𝜆3+𝜆4                            (3-1-27) 

𝑤2 =  
𝑎(56−19𝜆2+𝜆4)−2(−32−16𝜆+2𝜆2+𝜆3)𝑡

_

120+32𝜆−23𝜆2−2𝜆3+𝜆4                            (3-1-28) 

𝑞1 =  −
2(−16+𝜆2)(𝑎−𝑡

_
)

120+32𝜆−23𝜆2−2𝜆3+𝜆4                                   (3-1-29) 

𝑞2 =  −
2(−16+𝜆2)(𝑎−𝑡

_
)

120+32𝜆−23𝜆2−2𝜆3+𝜆4                                   (3-1-30) 

𝑝1 =  
𝑎(88−21𝜆2+𝜆4)−2(−16−16𝜆+𝜆2+𝜆3)𝑡

_

120+32𝜆−23𝜆2−2𝜆3+𝜆4                             (3-1-31) 

𝑝2 =  
𝑎(88−21𝜆2+𝜆4)−2(−16−16𝜆+𝜆2+𝜆3)𝑡

_

120+32𝜆−23𝜆2−2𝜆3+𝜆4                             (3-1-32) 

𝜋𝑈1
=  −

2(−960+368𝜆2−35𝜆4+𝜆6)(𝑎−𝑡
_
)2

(120+32𝜆−23𝜆2−2𝜆3+𝜆4)2
                             (3-1-33) 

𝜋𝑈2
=  −

2(−960+368𝜆2−35𝜆4+𝜆6)(𝑎−𝑡
_
)2

(120+32𝜆−23𝜆2−2𝜆3+𝜆4)2
                             (3-1-34) 

𝜋𝐷1
=  

4(−16+𝜆2)2(𝑎−𝑡
_
)2

(120+32𝜆−23𝜆2−2𝜆3+𝜆4)2
                                  (3-1-35) 

𝜋𝐷2
=  

4(−16+𝜆2)2(𝑎−𝑡
_
)2

(120+32𝜆−23𝜆2−2𝜆3+𝜆4)2                                  (3-1-36) 
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𝜋𝑇 = 𝜋𝑈1
+ 𝜋𝑈2

=  −
4(−960+368𝜆2−35𝜆4+𝜆6)(𝑎−𝑡

_
)2

(120+32𝜆−23𝜆2−2𝜆3+𝜆4)2
                   (3-1-37) 

 

二、上游水平策略聯盟模式均衡解之推導 

  步驟一：首先推導下游廠商之均衡產量𝑞1及𝑞2 

𝑝1 = 𝑎 − 𝑞1 − λq2，(0 ≤ 𝜆 ≤ 1)                                 (3-2-1) 

𝑝2 = 𝑎 − 𝑞2 − λq1，(0 ≤ 𝜆 ≤ 1)                                (3-2-2) 

𝑐𝐷1
= 𝑤1                                                    (3-2-3) 

𝑐𝐷2
= 𝑤2                                                    (3-2-4) 

𝜋𝐷1
= (𝑝1 − 𝑐𝐷1

) × 𝑞1                                          (3-2-5) 

𝜋𝐷2
= (𝑝2 − 𝑐𝐷2

) × 𝑞2                                          (3-2-6) 

 

追求利潤最大化下，使𝜋𝐷1
和𝜋𝐷2

分別對𝑞1及𝑞2進行微分，求出最適產量 

∂𝜋𝐷1

∂𝑞1
= 0  → 𝑎 − 2𝑞1 − 𝑤1 − λq2 = 0                            (3-2-7) 

∂𝜋𝐷2

∂𝑞2
= 0  → 𝑎 − 2𝑞2 − 𝑤2 − λq1 = 0                            (3-2-8) 

 

將(3-1-7)及(3-1-8)解聯立，可得 

𝑞1 = −
2𝑎−𝑎𝜆−2𝑤1+𝜆𝑤2

−4+𝜆2                                           (3-2-9) 

𝑞2 = −
2𝑎−𝑎𝜆+𝜆𝑤1−2𝑤2

−4+𝜆2                                          (3-2-10) 

 

  步驟二：接著推導上游廠商關鍵零件之銷售價格𝑤𝑖、研發費用x𝑖以及策略聯 

          盟之利潤𝜋A 

𝑐𝑈1
= 𝑡

_

− 𝑥1 + 𝑏𝑥2                                          (3-2-11) 

𝑐𝑈2
= 𝑡

_

− 𝑥2 + 𝑏𝑥1                                          (3-2-12) 

𝜋𝑈1
= (𝑤1 − 𝑐𝑈1

)𝑞1 − 2𝑥1
2                                   (3-2-13) 

𝜋𝑈2
= (𝑤2 − 𝑐𝑈2

)𝑞2 − 2𝑥2
2                                   (3-2-14) 
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𝜋𝐴 = 𝜋𝑈1
+ 𝛼 ∗ 𝜋𝑈2

= −2𝑥1
2 + 𝑞1(−𝑡

_

+ bx2 + 𝑤1 + 𝑥1) + 𝛼(−2𝑥2
2 + 𝑞2(−𝑡

_

+

bx1 + 𝑤2 + 𝑥2))                                            (3-2-15) 

 

將𝑞1及𝑞2代入(3-2-15)，可得 

𝜋𝐴 = −2𝑥1
2 −

(2𝑎−𝑎𝜆−2𝑤1+𝜆𝑤2)(−𝑡
_
+bx2+𝑤1+𝑥1)

−4+𝜆2 + 𝛼(−2𝑥2
2 −

(2𝑎−𝑎𝜆+𝜆𝑤1−2𝑤2)(−𝑡
_
+bx1+𝑤2+𝑥2)

−4+𝜆2 )                     (3-2-16) 

 

追求利潤最大化下，使𝜋𝐴和𝜋𝑈2
分別對𝑤1及𝑤2進行微分，求出最適售價 

∂𝜋𝐴

∂𝑤1
= 0 → −

2𝑎−𝑎𝜆−2𝑤1+𝜆𝑤2

−4+𝜆2 +
2(−𝑡

_
+bx2+𝑤1+𝑥1)

−4+𝜆2 −
𝛼𝜆(−𝑡

_
+bx1+𝑤2+𝑥2)

−4+𝜆2 = 0  

                                                          (3-2-17) 

∂𝜋𝑈2

∂𝑤2
= 0 → −

2𝑎−𝑎𝜆+𝜆𝑤1−2𝑤2

−4+𝜆2 +
2(−𝑡

_
+bx1+𝑤2+𝑥2)

−4+𝜆2 = 0              (3-2-18) 

 

將(3-2-17)及(3-2-18)解聯立，可得 

𝑤1 =
1

−16+(1+𝛼)𝜆2 (−8𝑎 + 2𝑎𝜆 − 2𝑎𝛼𝜆 + 𝑎𝜆2 + 𝑎𝛼𝜆2 + 2(−4 + (−1 +

𝛼)𝜆)𝑡
_

− 2(−1 + 𝛼)𝜆bx1 + 8bx2 + 8𝑥1 + 2𝜆𝑥2 − 2𝛼𝜆𝑥2)            

                                                          (3-2-19) 

𝑤2 =
1

−16+(1+𝛼)𝜆2
(−8𝑎 + 2𝑎𝜆 + 𝑎𝜆2 + (−8 − 2𝜆 + 𝛼𝜆2)𝑡

_

+ (8 − 𝛼𝜆2)bx1 +

2𝜆bx2 + 2𝜆𝑥1 + 8𝑥2 − 𝛼𝜆2𝑥2)                                  

                                                          (3-2-20) 

將(3-2-19)與(3-2-20)分別代入(3-2-17)及(3-2-18)，可得 

𝜋𝐴 = −2𝑥1
2 + ((−8𝑎 + 2𝑎𝜆 − 2𝑎𝛼𝜆 + 𝑎𝜆2 + 𝑎𝛼𝜆2 − (−2 + 𝜆)(4 + 𝜆 + 𝛼𝜆)𝑡

_

 

−2(−1 + 𝛼)𝜆bx1 − 8bx2 + 𝜆2bx2 + 𝛼𝜆2bx2 − 8𝑥1 + 𝜆2𝑥1 + 𝛼𝜆2𝑥1 + 2𝜆𝑥2 

−2𝛼𝜆𝑥2)(16𝑎 − 4𝑎𝜆 − 4𝑎𝛼𝜆 − 2𝑎𝜆2 + 𝑎𝛼𝜆3 − (−2 + 𝜆)(−8 + 2(−1 + 𝛼)𝜆 

+𝛼𝜆2)𝑡
_

+ 𝜆(−4 + 𝛼(−4 + 𝜆2))bx1 + 16bx2 − 2𝜆2bx2 + 16𝑥1 − 2𝜆2𝑥1 

−4𝜆𝑥2 − 4𝛼𝜆𝑥2 + 𝛼𝜆3𝑥2)) ((−4 + 𝜆2)(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)2)⁄ + 𝛼(−2𝑥2
2 − (2 
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(−8𝑎 + 2𝑎𝜆 + 𝑎𝜆2 − (−8 + 2𝜆 + 𝜆2)𝑡
_

+ (−8 + 𝜆2)bx1 + 2𝜆bx2 + 2𝜆𝑥1 

−8𝑥2 + 𝜆2𝑥2)2 ) ((−4 + 𝜆2)(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)2)⁄ )                

(3-2-21) 

𝜋𝑈2
= −2𝑥2

2 − (2(−8𝑎 + 2𝑎𝜆 + 𝑎𝜆2 − (−8 + 2𝜆 + 𝜆2)𝑡
_

+ (−8 + 𝜆2)bx1 

+2𝜆bx2 + 2𝜆𝑥1 − 8𝑥2 + 𝜆2𝑥2)2) ((−4 + 𝜆2)(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)2)⁄  

(3-2-22) 

追求利潤最大化下，使𝜋𝐴和𝜋𝑈2
分別對𝑥1及𝑥2進行微分，求出最適研發費用 

∂𝜋𝐴

∂𝑥1
= 0 → −4𝑥1 + ((16 − 2𝜆2)(−8𝑎 + 2𝑎𝜆 − 2𝑎𝛼𝜆 + 𝑎𝜆2 + 𝑎𝛼𝜆2 − (−2 + 

𝜆)(4 + 𝜆 + 𝛼𝜆)𝑡
_

− 2(−1 + 𝛼)𝜆bx1 − 8bx2 + 𝜆2bx2 + 𝛼𝜆2bx2 − 8𝑥1 + 𝜆2𝑥1 

+𝛼𝜆2𝑥1 + 2𝜆𝑥2 − 2𝛼𝜆𝑥2)) ((−4 + 𝜆2)(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)2)⁄ − (8𝛼𝜆(−8𝑎 

+2𝑎𝜆 + 𝑎𝜆2 − (−8 + 2𝜆 + 𝜆2)𝑡
_

+ (−8 + 𝜆2)bx1 + 2𝜆bx2 + 2𝜆𝑥1 − 8𝑥2 + 

𝜆2𝑥2)) ((−4 + 𝜆2)(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)2)⁄ + ((−8 + 𝜆2 + 𝛼𝜆2)(16𝑎 − 4𝑎𝜆 

−4𝑎𝛼𝜆 − 2𝑎𝜆2 + 𝑎𝛼𝜆3 − (−2 + 𝜆)(−8 + 2(−1 + 𝛼)𝜆 + 𝛼𝜆2)𝑡
_

+ 𝜆(−4 + 

𝛼(−4 + 𝜆2))bx1 + 16bx2 − 2𝜆2bx2 + 16𝑥1 − 2𝜆2𝑥1 − 4𝜆𝑥2 − 4𝛼𝜆𝑥2 + 

𝛼𝜆3𝑥2)) ((−4 + 𝜆2)(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)2)⁄ = 0 

(3-2-23) 

∂𝜋𝑈2

∂𝑥2
= 0 → −4𝑥2 − (4(−8 + 𝜆2)(−8𝑎 + 2𝑎𝜆 + 𝑎𝜆2 − (−8 + 2𝜆 + 𝜆2)𝑡

_

+ 

(−8 + 𝜆2)bx1 + 2𝜆bx2 + 2𝜆𝑥1 − 8𝑥2 + 𝜆2𝑥2)) ((−4 + 𝜆2)⁄ (−16 + (1 + 𝛼 

)𝜆2)2) = 0 

(3-2-24) 

將(3-2-23)及(3-2-24)解聯立，可得 

𝑥1 = −(((3840 − 1024(1 + 𝛼)𝜆 − 16(76 + 31𝛼)𝜆2 + 64(3 + 7𝛼 + 2𝛼2)𝜆3 

+2(62 + 71𝛼 + 8𝛼2)𝜆4 − 4(2 + 11𝛼 + 10𝛼2 + 𝛼3)𝜆5 − 4(1 + 𝛼)2𝜆6 + 

𝛼(1 + 𝛼)2𝜆7 + 2𝑏(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2))(𝑎 − 𝑡
_

)) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)⁄  

(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 
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+376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 

+𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 

−52𝜆4 + 𝜆6)))) 

(3-2-25) 

𝑥2 = −((2(−8 + 𝜆2)(−240 + 64𝜆 + (46 + 15𝛼)𝜆2 − 4(1 + 𝛼)𝜆3 − 2(1 + 

𝛼)𝜆4 + 𝑏(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2))(𝑎 − 𝑡
_

)) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) −⁄  

2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 

105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 

−24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))) 

(3-2-26) 

步驟三：最後將(3-2-25)與(3-2-26)分別代回(3-2-19)及(3-2-20)求得𝑤1、𝑤2， 

        接著將求得的解一步步代回去𝑞1、𝑞2、𝑝1、𝑝2、𝜋𝐴、𝜋𝑈2
、𝜋𝐷1

以及 

        𝜋𝐷2
的函數中，可得最終解 

𝑤1 = (𝑎(2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(13440 + 512(−7 + 8𝛼)𝜆 

−8(892 + 473𝛼)𝜆2 − 32(−45 + 33𝛼 + 16𝛼2)𝜆3 + (1226 + 1569𝛼 + 312𝛼2 

)𝜆4 + 4(−35 − 3𝛼 + 36𝛼2 + 4𝛼3)𝜆5 − 2(42 + 89𝛼 + 51𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 − 4(− 

1 + 𝛼)(1 + 𝛼)2𝜆7 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏(−2 + 𝜆)(𝛼3𝜆5(2 + 𝜆) + 2𝛼2𝜆3(−32 

−16𝜆 + 2𝜆2 + 𝜆3) − 8(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼𝜆(512 + 320𝜆 − 64𝜆2 − 40𝜆3 

+2𝜆4 + 𝜆5))) − 8(2 + 𝜆)(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)(−120 + 32(1 + 𝛼)𝜆 + (23 − 8𝛼 

)𝜆2 − 2(1 + 𝛼)2𝜆3 + (−1 + 𝛼2)𝜆4 + 𝑏(−8 + 𝜆2))𝑡
_

)/(2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + 

(2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 

−2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16 

(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 

+𝜆6))) 

(3-2-27) 

𝑤2 = (𝑎(2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(13440 − 3584𝜆 − 8(892 
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+225𝛼)𝜆2 + 480(3 + 𝛼)𝜆3 + (1226 + 821𝛼 + 60𝛼2)𝜆4 − 4(35 + 39𝛼 

+4𝛼2)𝜆5 − (84 + 107𝛼 + 23𝛼2)𝜆6 + 4(1 + 𝛼)2𝜆7 + 2(1 + 𝛼)2𝜆8) + 𝑏(−2 

+𝜆)(𝛼3𝜆5(2 + 𝜆) + 2𝛼2𝜆3(−32 − 18𝜆 + 𝜆2 + 𝜆3) − 8(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 

𝛼𝜆(512 + 384𝜆 − 32𝜆2 − 44𝜆3 + 𝜆5))) + 2(2 + 𝜆)(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)(480 

−128𝜆 − 2(46 + 47𝛼)𝜆2 + (8 + 39𝛼)𝜆3 + 4(1 + 𝛼)2𝜆4 − 2𝛼(1 + 𝛼)𝜆5 + 

𝑏(32 − 2(2 + 𝛼)𝜆2 + 𝛼𝜆3))𝑡
_

) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2)⁄ − 2(28800 

−8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 

+4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) 

+2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6))) 

(3-2-28) 

𝑞1 = (2(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)(480 − 128(1 + 𝛼)𝜆 − 4(23 + 8𝛼)𝜆2 + (8 + 

47𝛼 + 8𝛼2)𝜆3 + 4(1 + 𝛼)𝜆4 − 2𝛼(1 + 𝛼)𝜆5 + 𝑏(32 − 4𝜆2 + 𝛼𝜆3))(𝑎 − 𝑡
_

)) 

/(2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + 

(1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3 

𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) 

+𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6))) 

(3-2-29) 

𝑞2 = −((4(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)(−240 + 64𝜆 + (46 + 15𝛼)𝜆2 − 4(1 + 𝛼)𝜆3 

−2(1 + 𝛼)𝜆4 + 𝑏(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2))(𝑎 − 𝑡
_

)) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 +⁄  

𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 

2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 

16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 

−52𝜆4 + 𝜆6)))) 

(3-2-30) 

𝑝1 = 𝑎 + (4𝜆(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)(−240 + 64𝜆 + (46 + 15𝛼)𝜆2 − 4(1 + 𝛼)𝜆3 

−2(1 + 𝛼)𝜆4 + 𝑏(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2))(𝑎 − 𝑡
_

)) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)⁄ (−16 + (2 
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+𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 

−2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16( 

128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 

𝜆6))) − (2(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)(480 − 128(1 + 𝛼)𝜆 − 4(23 + 8𝛼)𝜆2 + (8 + 

47𝛼 + 8𝛼2)𝜆3 + 4(1 + 𝛼)𝜆4 − 2𝛼(1 + 𝛼)𝜆5 + 𝑏(32 − 4𝜆2 + 𝛼𝜆3))(𝑎 − 𝑡
_

))/ 

(2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 

+2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 

𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) 

+𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6))) 

(3-2-31) 

𝑝2 = 𝑎 + (4(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)(−240 + 64𝜆 + (46 + 15𝛼)𝜆2 − 4(1 + 𝛼)𝜆3 

−2(1 + 𝛼)𝜆4 + 𝑏(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2))(𝑎 − 𝑡
_

)) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2⁄  

+𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 

−2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16( 

128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 

𝜆6))) − (2𝜆(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)(480 − 128(1 + 𝛼)𝜆 − 4(23 + 8𝛼)𝜆2 + (8 + 

47𝛼 + 8𝛼2)𝜆3 + 4(1 + 𝛼)𝜆4 − 2𝛼(1 + 𝛼)𝜆5 + 𝑏(32 − 4𝜆2 + 𝛼𝜆3))(𝑎 − 𝑡
_

))/ 

(2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 

+2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 

𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) 

+𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6))) 

(3-2-32) 

𝜋𝐴 = (2(𝛼6𝜆10(−15 + 8𝜆)(−4 + 𝜆2)2 + 𝛼5𝜆8(−4 + 𝜆2)2(1185 − 632𝜆 

−76𝜆2 + 40𝜆3) − 16(120 − 32𝜆 − 23𝜆2 + 2𝜆3 + 𝜆4)2(−960 + 368𝜆2 

−35𝜆4 + 𝜆6) + 𝛼4𝜆6(−599040 + 319488𝜆 + 380192𝜆2 − 202112𝜆3 

−79988𝜆4 + 42176𝜆5 + 6275𝜆6 − 3224𝜆7 − 170𝜆8 + 80𝜆9) + 
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𝛼3𝜆4(9404160 − 5015552𝜆 − 6763456𝜆2 + 3590912𝜆3 + 1732108𝜆4 

−906240𝜆5 − 195776𝜆6 + 97928𝜆7 + 10483𝜆8 − 4664𝜆9 − 220𝜆10 

+80𝜆11) + 𝛼2𝜆2(−72867840 + 38862848𝜆 + 61121280𝜆2 − 32440320𝜆3 

−19010112𝜆4 + 9855488𝜆5 + 2854764𝜆6 − 1380800𝜆7 − 232340𝜆8 + 

96208𝜆9 + 9945𝜆10 − 3208𝜆11 − 175𝜆12 + 40𝜆13) + 8𝛼(27648000 

−14745600𝜆 − 30305280𝜆2 + 16101376𝜆3 + 12020096𝜆4 − 6139136𝜆5 

−2378768𝜆6 + 1091616𝜆7 + 271700𝜆8 − 101088𝜆9 − 18220𝜆10 + 4953𝜆11 

+662𝜆12 − 118𝜆13 − 10𝜆14 + 𝜆15) + 𝑏2(𝛼5𝜆8(−4 + 𝜆2)2 − 16(−8 + 𝜆2)2 

(−960 + 368𝜆2 − 35𝜆4 + 𝜆6) + 𝛼4𝜆6(−1024 − 128𝜆 + 544𝜆2 + 48𝜆3 

−84𝜆4 − 4𝜆5 + 3𝜆6) + 𝛼3𝜆4(24320 + 6144𝜆 − 13760𝜆2 − 2560𝜆3 + 

2508𝜆4 + 288𝜆5 − 160𝜆6 − 8𝜆7 + 3𝜆8) + 𝛼2𝜆2(−253952 − 98304𝜆 

+156416𝜆2 + 45056𝜆3 − 33856𝜆4 − 6272𝜆5 + 3116𝜆6 + 304𝜆7 − 116𝜆8 

−4𝜆9 + 𝜆10) − 16𝛼(−61440 − 32768𝜆 + 46592𝜆2 + 16384𝜆3 − 13504𝜆4 

−2688𝜆5 + 1864𝜆6 + 176𝜆7 − 122𝜆8 − 4𝜆9 + 3𝜆10)) − 2𝑏(𝛼6𝜆10(−4 + 𝜆2)2 

+𝛼5𝜆8(−4 + 𝜆2)2(−79 + 4𝜆2) + 𝛼4𝜆6(39936 − 64𝜆 − 24288𝜆2 + 152𝜆3 

+4716𝜆4 − 50𝜆5 − 309𝜆6 + 4𝜆7 + 6𝜆8) + 𝛼3𝜆4(−626944 + 2048𝜆 + 

426816𝜆2 − 8064𝜆3 − 99348𝜆4 + 3152𝜆5 + 9328𝜆6 − 368𝜆7 − 357𝜆8 + 

12𝜆9 + 4𝜆10) − 16(921600 − 245760𝜆 − 645120𝜆2 + 140288𝜆3 + 

175232𝜆4 − 28544𝜆5 − 23968𝜆6 + 2672𝜆7 + 1757𝜆8 − 118𝜆9 − 66𝜆10 

+2𝜆11 + 𝜆12) + 𝛼2𝜆2(4857856 − 16384𝜆 − 3833088𝜆2 + 153600𝜆3 

+1084608𝜆4 − 70464𝜆5 − 137396𝜆6 + 10616𝜆7 + 8260𝜆8 − 618𝜆9 

−207𝜆10 + 12𝜆11 + 𝜆12) + 4𝛼(−3686400 + 3811328𝜆2 − 315392𝜆3 

−1412352𝜆4 + 165888𝜆5 + 246624𝜆6 − 30016𝜆7 − 22264𝜆8 + 2376𝜆9 

+1006𝜆10 − 83𝜆11 − 18𝜆12 + 𝜆13)))(𝑎 − 𝑡
_

)2) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 +⁄  

𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 

−2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) 
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−16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 

−52𝜆4 + 𝜆6)))2 

(3-2-33) 

𝜋𝑈2
= −((8(−960 + 16(23 + 8𝛼)𝜆2 − (35 + 40𝛼 + 4𝛼2)𝜆4 + (1 + 𝛼)2𝜆6) 

(−240 + 64𝜆 + (46 + 15𝛼)𝜆2 − 4(1 + 𝛼)𝜆3 − 2(1 + 𝛼)𝜆4 + 𝑏(−16 + (2 

+𝛼)𝜆2))2(𝑎 − 𝑡
_

)2) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636⁄  

+721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 

+2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 

20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))2) 

(3-2-34) 

𝜋𝐷1
= (4(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)2(480 − 128(1 + 𝛼)𝜆 − 4(23 + 8𝛼)𝜆2 + (8 + 

47𝛼 + 8𝛼2)𝜆3 + 4(1 + 𝛼)𝜆4 − 2𝛼(1 + 𝛼)𝜆5 + 𝑏(32 − 4𝜆2 + 𝛼𝜆3))2 

(𝑎 − 𝑡
_

)2) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 +⁄  

721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 

+2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 

−20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))2 

(3-2-35) 

𝜋𝐷2
= (16(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)2(−240 + 64𝜆 + (46 + 15𝛼)𝜆2 − 4(1 + 𝛼)𝜆3 

−2(1 + 𝛼)𝜆4 + 𝑏(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2))2(𝑎 − 𝑡
_

)2) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2⁄  

+𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 

−2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) 

−16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) 

+𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))2 

(3-2-36) 

三、兩種模式下之利潤變數均衡解整理 

    茲將兩種模型之重要利潤變數均衡結果整理如下表 
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表 3-2 兩種模式利潤變數之最終均衡解 

 變數符號 均衡解 

分離

模式 

𝜋𝐷1
= 𝜋𝐷2

 
4(−16 + 𝜆2)2(𝑎 − 𝑡

_

)2

(120 + 32𝜆 − 23𝜆2 − 2𝜆3 + 𝜆4)2
 

𝜋𝑈1
= 𝜋𝑈2

 −
2(−960 + 368𝜆2 − 35𝜆4 + 𝜆6)(𝑎 − 𝑡

_

)2

(120 + 32𝜆 − 23𝜆2 − 2𝜆3 + 𝜆4)2
 

𝜋𝑇 = 𝜋𝑈1
+ 𝜋𝑈2

 −
4(−960 + 368𝜆2 − 35𝜆4 + 𝜆6)(𝑎 − 𝑡

_

)2

(120 + 32𝜆 − 23𝜆2 − 2𝜆3 + 𝜆4)2
 

上游

水平

策略

聯盟 

𝜋𝐷1
 

(4(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)2(480 − 128(1 + 𝛼)𝜆 − 4(23 

+8𝛼)𝜆2 + (8 + 47𝛼 + 8𝛼2)𝜆3 + 4(1 + 𝛼)𝜆4 − 2𝛼(1 

+𝛼)𝜆5 + 𝑏(32 − 4𝜆2 + 𝛼𝜆3))2(𝑎 − 𝑡
_

)2)/(2𝑏2(−8 

+𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 

721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 

+105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3 

𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 

−20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))2 

𝜋𝐷2
 

(16(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)2(−240 + 64𝜆 + (46 + 15𝛼)𝜆2 

−4(1 + 𝛼)𝜆3−2(1 + 𝛼)𝜆4 + 𝑏(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2))2 

(𝑎 − 𝑡
_

)2) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2⁄ + 𝛼)𝜆2) 

−2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 

+376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 

+2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 

−24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 

+512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))2 

𝜋𝐴 

(2(𝛼6𝜆10(−15 + 8𝜆)(−4 + 𝜆2)2 + 𝛼5𝜆8(−4 + 𝜆2)2 

(1185 − 632𝜆 − 76𝜆2 + 40𝜆3) − 16(120 − 32𝜆 

−23𝜆2 + 2𝜆3 + 𝜆4)2(−960 + 368𝜆2 − 35𝜆4 + 𝜆6) + 
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𝛼4𝜆6(−599040 + 319488𝜆 + 380192𝜆2 − 202112𝜆3 

−79988𝜆4 + 42176𝜆5 + 6275𝜆6 − 3224𝜆7 − 170𝜆8 

+80𝜆9) + 𝛼3𝜆4(9404160 − 5015552𝜆 − 6763456𝜆2 

+3590912𝜆3 + 1732108𝜆4 − 906240𝜆5 − 195776𝜆6 

+97928𝜆7 + 10483𝜆8 − 4664𝜆9 − 220𝜆10 + 80𝜆11) 

+𝛼2𝜆2(−72867840 + 38862848𝜆 + 61121280𝜆2 

−32440320𝜆3 − 19010112𝜆4 + 9855488𝜆5 

+2854764𝜆6 − 1380800𝜆7 − 232340𝜆8 + 

96208𝜆9 + 9945𝜆10 − 3208𝜆11 − 175𝜆12 + 40𝜆13) 

+8𝛼(27648000 − 14745600𝜆 − 30305280𝜆2 + 

16101376𝜆3 + 12020096𝜆4 − 6139136𝜆5 

−2378768𝜆6 + 1091616𝜆7 + 271700𝜆8 − 101088𝜆9 

−18220𝜆10 + 4953𝜆11 + 662𝜆12 − 118𝜆13 − 10𝜆14 + 

𝜆15) + 𝑏2(𝛼5𝜆8(−4 + 𝜆2)2 − 16(−8 + 𝜆2)2(−960 

+368𝜆2 − 35𝜆4 + 𝜆6) + 𝛼4𝜆6(−1024 − 128𝜆 + 544𝜆2 

+48𝜆3 − 84𝜆4 − 4𝜆5 + 3𝜆6) + 𝛼3𝜆4(24320 + 6144𝜆 

−13760𝜆2 − 2560𝜆3 + 2508𝜆4 + 288𝜆5 − 160𝜆6 − 8𝜆7 

+3𝜆8) + 𝛼2𝜆2(−253952 − 98304𝜆 + 156416𝜆2 

+45056𝜆3 − 33856𝜆4 − 6272𝜆5 + 3116𝜆6 + 304𝜆7 

−116𝜆8 − 4𝜆9 + 𝜆10) − 16𝛼(−61440 − 32768𝜆 

+46592𝜆2 + 16384𝜆3 − 13504𝜆4 − 2688𝜆5 + 1864𝜆6 

+176𝜆7 − 122𝜆8 − 4𝜆9 + 3𝜆10)) − 2𝑏(𝛼6𝜆10(−4 + 𝜆2)2 

+𝛼5𝜆8(−4 + 𝜆2)2(−79 + 4𝜆2) + 𝛼4𝜆6(39936 − 64𝜆 

−24288𝜆2 + 152𝜆3 + 4716𝜆4 − 50𝜆5 − 309𝜆6 + 4𝜆7 

+6𝜆8) + 𝛼3𝜆4(−626944 + 2048𝜆 + 426816𝜆2 
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−8064𝜆3 − 99348𝜆4 + 3152𝜆5 + 9328𝜆6 − 368𝜆7 

−357𝜆8 + 12𝜆9 + 4𝜆10) − 16(921600 − 245760𝜆 

−645120𝜆2 + 140288𝜆3 + 175232𝜆4 − 28544𝜆5 

−23968𝜆6 + 2672𝜆7 + 1757𝜆8 − 118𝜆9 − 66𝜆10 

+2𝜆11 + 𝜆12) + 𝛼2𝜆2(4857856 − 16384𝜆 − 3833088𝜆2 

+153600𝜆3 + 1084608𝜆4 − 70464𝜆5 − 137396𝜆6 

+10616𝜆7 + 8260𝜆8 − 618𝜆9 − 207𝜆10 + 12𝜆11 + 𝜆12) 

+4𝛼(−3686400 + 3811328𝜆2 − 315392𝜆3 

−1412352𝜆4 + 165888𝜆5 + 246624𝜆6 − 30016𝜆7 

−22264𝜆8 + 2376𝜆9 + 1006𝜆10 − 83𝜆11 − 18𝜆12 + 𝜆13) 

)) +1006𝜆10 − 83𝜆11 − 18𝜆12 + 𝜆13)))(𝑎 − 𝑡
_

)2) (2𝑏2⁄  

(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 

+721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 

105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 

+𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) 

+𝛼(−1024 + 512𝜆2−52𝜆4 + 𝜆6)))2 

𝜋𝑈2
 

−((8(−960 + 16(23 + 8𝛼)𝜆2 − (35 + 40𝛼 + 4𝛼2)𝜆4 

+(1 + 𝛼)2𝜆6)(−240 + 64𝜆 + (46 + 15𝛼)𝜆2 − 4(1 + 

𝛼)𝜆3 − 2(1 + 𝛼)𝜆4 + 𝑏(−16 + (2+𝛼)𝜆2))2(𝑎 − 𝑡
_

)2)/ 

(2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 

+721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 

105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 

+𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) 

+𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))2) 
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第四章 模型經濟效益分析與探討 

    本章節利用模型推導之變數均衡解，針對有無進行水平技術策略聯盟的利潤

變化進行經濟效益比較，並探討技術互補性對水平技術策略聯盟以及產品替代性

對水平技術策略聯盟之效果變化。本研究定義之經濟效益為廠商追求利潤 𝜋 最

大化下，加以探討市場規模因子 𝑎、產品替代性因子 𝜆、研發技術互補性因子 𝑏 

及持股比例 α 對於水平技術策略聯盟前後效益差距之影響。 

    本章分為三節，第一節為分離模式到水平技術策略聯盟的利潤變化，第二節

為技術互補性 𝑏 對水平技術策略聯盟之效果探討，第三節為產品替代性 λ 對

水平技術策略聯盟之效果探討。 

第一節 分離模式到水平技術策略聯盟的利潤變化 

命題 1-1：當上游廠商 𝑼𝟏 透過持股的方式對 𝑼𝟐 進行水平技術策略聯盟的利 

潤 𝝅𝑨 = 𝝅𝑼𝟏
+ 𝜶 ∗ 𝝅𝑼𝟐

 會大於未進行策略聯盟之利潤 𝝅𝑼𝟏
，即 𝝅𝑨 > 𝝅𝑼𝟏

；

𝝅𝑨 − 𝝅𝑼𝟏
> 𝟎。 

《證明》： 

𝜋𝐴 − 𝜋𝑈1
 之數學式請詳見附錄一 

∵𝑎 > 𝑡
_

，且 0 ≤ 𝜆 ≤ 1，0 ≤ 𝑏 ≤ 1，0 ≤ α ≤ 1， 

並將數字代入驗算後得到上式為正，故 𝜋𝐴 − 𝜋𝑈1
> 0，即 𝜋𝐴 > 𝜋𝑈1

 

    根據上述結果可說明上游廠商𝑈1和𝑈2進行水平技術策略聯盟的利潤會大於

分離模式下的經濟效益。從圖 4-1 也可看出，就水平技術策略聯盟的效益而言，

當產品的替代性 𝜆 越小，即產品越具差異化，以及研發互補性 𝑏 越大，即研發

技術的應用性越大，則水平技術策略聯盟的效益越佳。 
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圖 4-1 產品替代性 𝜆 及研發互補性 𝑏 對𝜋𝐴 − 𝜋𝑈1
的影響 

命題 1-2：當市場規模 𝒂 越大，分離模式情況下的利潤與進行水平技術策略聯

盟的利潤差距也越大，即 
𝛛𝝅𝑨−𝝅𝑼𝟏

𝛛𝒂
> 𝟎。 

《證明》： 

∂𝜋𝐴−𝜋𝑈1

∂𝑎
 之數學式請詳見附錄一 

∵𝑎 > 𝑡
_

，且 0 ≤ 𝜆 ≤ 1，0 ≤ 𝑏 ≤ 1，0 ≤ α ≤ 1， 

並將數字代入驗算後得到上式為正，且當 𝑎 越大值越大，故 
∂𝜋𝐴−𝜋𝑈1

∂𝑎
> 0 

    根據上述結果可說明當市場規模 𝑎 愈大，上游水平技術策略聯盟與分離模

式下的利潤差距也會越來越大。此結果也和命題 1-1 的證明結果相同，當產品的

替代性 𝜆 愈小，即產品越具差異化，以及研發互補性 𝑏 越大，即研發技術的應

用性越大，則利潤差距 𝝅𝑨 − 𝝅𝑼𝟏
 也越來越大。 

  

𝜆 𝑏 
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命題 1-3：當產品替代性 𝝀 越大，水平技術策略聯盟下與分離模式下的利潤差

距會越小，即 
𝛛𝝅𝑨−𝝅𝑼𝟏

𝛛𝝀
< 𝟎。 

《證明》： 

∂𝜋𝐴−𝜋𝑈1

∂𝜆
 之數學式請詳見附錄一 

∵𝑎 > 𝑡
_

，且 0 ≤ 𝜆 ≤ 1，0 ≤ 𝑏 ≤ 1，0 ≤ α ≤ 1， 

並將數字代入驗算後得到上式為負，故 
∂𝜋𝐴−𝜋𝑈1

∂𝜆
< 0 

根據上述結果可說明當產品替代性 𝜆 越大，上游水平技術策略聯盟與分離

模式下的利潤差距會越來越小。從圖 4-2 中可看出，當產品的替代性 𝜆 越大，

以及研發互補性 𝑏 越小，上游水平技術策略聯盟與分離模式下的利潤差距會越

小，也就是當產品差異性越小時利潤差距會越來越小。 

 

圖 4-2 產品替代性 𝜆 及研發技術互補性 𝑏 對 
∂𝜋𝐴−𝜋𝑈1

∂𝜆
 的影響 

 

命題 1-4：當研發技術互補性 𝒃 越大，水平技術策略聯盟下與分離模式下的利

潤差距會越大，即 
𝛛𝝅𝑨−𝝅𝑼𝟏

𝛛𝒃
> 𝟎。 

《證明》： 

∂𝜋𝐴−𝜋𝑈1

∂𝑏
 之數學式請詳見附錄一 

𝜆 
𝑏 
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∵𝑎 > 𝑡
_

，且 0 ≤ 𝜆 ≤ 1，0 ≤ 𝑏 ≤ 1，0 ≤ α ≤ 1， 

並將數字代入驗算後得到上式為正，且當 𝑏 越大值越大，故 
∂𝜋𝐴−𝜋𝑈1

∂𝑏
> 0 

根據上述結果可說明當研發技術互補性 𝑏 越大，上游水平技術策略聯盟與

分離模式下的利潤差距也會越來越大。從圖 4-3 可看出，利潤差距 𝝅𝑨 − 𝝅𝑼𝟏
 的

幅度會隨著研發技術互補性 𝑏 越大以及產品替代性 𝜆 越小而越大。 

 

圖 4-3 產品替代性 𝜆 及研發技術互補性 𝑏 對 
∂𝜋𝐴−𝜋𝑈1

∂𝑏
 的影響 

命題 1-5：當上游廠商 𝑼𝟏 對 𝑼𝟐 持股比例 𝜶 越大，水平技術策略聯盟與分

離模式下的利潤差距會越大，即 
𝛛𝝅𝑨−𝝅𝑼𝟏

𝛛𝜶
> 𝟎。 

《證明》： 

∂𝜋𝐴−𝜋𝑈1

∂𝛼
 之數學式請詳見附錄一 

∵𝑎 > 𝑡
_

，且 0 ≤ 𝜆 ≤ 1，0 ≤ 𝑏 ≤ 1，0 ≤ α ≤ 1， 

並將數字代入驗算後得到上式為正，且當 𝛼 越大值越大，故 
∂𝜋𝐴−𝜋𝑈1

∂𝛼
> 0 

    根據上述結果可說明當持股比例 𝛼 越大，上游水平技術策略聯盟與分離模

式下的利潤差距也會越來越大。從圖 4-4 可看出，利潤差距 𝝅𝑨 − 𝝅𝑼𝟏
 的幅度會

隨著持股比例 𝛼 越大而越大。 

𝜆 𝑏 
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圖 4-4 持股比例 𝛼 對 
∂𝜋𝐴−𝜋𝑈1

∂𝛼
 的影響 

第二節 技術互補性 𝑏 對上游水平技術策略聯盟之效果探討 

命題 2-1：當上游廠商 𝑼𝟏 與 𝑼𝟐 的技術互補性 𝒃 越大，研發所降低之成本的

力量越大，即 
𝛛𝒙𝒊

𝛛𝒃
> 𝟎 (𝑖 = 1,2)。 

《證明》： 

∂𝑥𝑖

∂𝑏
 之數學式請詳見附錄二 

∵𝑎 > 𝑡
_

，且 0 ≤ 𝜆 ≤ 1，0 ≤ 𝑏 ≤ 1，0 ≤ α ≤ 1， 

並將數字代入驗算後得到上式為正，且當 𝑏 越大值越大，故 
∂𝑥𝑖

∂𝑏
> 0 

根據上述結果可說明當研發技術互補性 𝑏  越大，研發所降低之成本 𝑥𝑖  的

力量會越來越大。從圖 4-5 可看出，研發所降低之成本 𝑥𝑖 的力道幅度會隨著研

發技術互補性 𝑏 越大而越大。 

 

圖 4-5 研發技術互補性 𝑏 對研發所降低之成本 𝑥𝑖 的影響 

𝑥𝑖  

𝛼 

∂𝑥𝑖

∂𝑏
  

 

∂𝜋𝐴−𝜋𝑈1

∂𝛼
 

𝑏 

  𝜋𝐴 − 𝜋𝑈1
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命題 2-2：當上游廠商 𝑼𝟏 與 𝑼𝟐 的技術互補性 𝒃 越大，賣給下游廠商的關鍵

零件價格越低，即 
𝛛𝒘𝒊

𝛛𝒃
< 𝟎 (𝑖 = 1,2)。 

《證明》： 

∂𝑤𝑖

∂𝑏
 之數學式請詳見附錄二 

∵𝑎 > 𝑡
_

，且 0 ≤ 𝜆 ≤ 1，0 ≤ 𝑏 ≤ 1，0 ≤ α ≤ 1， 

並將數字代入驗算後得到上式為負，且當 𝑏 越大值越小，故 
∂𝑤𝑖

∂𝑏
< 0 

根據上述結果可說明當研發技術互補性 𝑏 越大，賣給下游廠商的關鍵零件

價格 𝑤𝑖 會越低。從圖 4-6 可看出，賣給下游廠商的關鍵零件價格 𝑤𝑖 的幅度會

隨著研發技術互補性 𝑏 越大而越小。 

 

圖 4-6 研發技術互補性 𝑏 對研發所降低之成本 𝑤𝑖 的影響 

命題 2-3：當上游廠商 𝑼𝟏 與 𝑼𝟐 的技術互補性 𝒃 越大，最終產品在市場上

的價格越低，即 
𝛛𝒑𝒊

𝛛𝒃
< 𝟎 (𝑖 = 1,2)。 

《證明》： 

∂𝑝𝑖

∂𝑏
 之數學式請詳見附錄二 

∵𝑎 > 𝑡
_

，且 0 ≤ 𝜆 ≤ 1，0 ≤ 𝑏 ≤ 1，0 ≤ α ≤ 1， 

並將數字代入驗算後得到上式為負，且當 𝑏 越大值越小，故 
∂𝑝𝑖

∂𝑏
< 0 

𝑤𝑖 

∂𝑤𝑖

∂𝑏
  

𝑏 



 

41 
 

根據上述結果可說明當研發技術互補性 𝑏 越大，最終產品在市場上的價格 

𝑝𝑖 會越低。從圖 4-7 可看出，最終產品在市場上的價格 𝑝𝑖 的幅度會隨著研發技

術互補性 𝑏 越大而越小。 

 

圖 4-7 研發技術互補性 𝑏 對研發所降低之成本 𝑝𝑖 的影響 

命題 2-4：當上游廠商 𝑼𝟏 與 𝑼𝟐 的技術互補性 𝒃 越大，產品的最終產量越

大，即 
𝛛𝒒𝒊

𝛛𝒃
> 𝟎 (𝑖 = 1,2)。 

《證明》： 

∂𝑞𝑖

∂𝑏
 之數學式請詳見附錄二 

∵𝑎 > 𝑡
_

，且 0 ≤ 𝜆 ≤ 1，0 ≤ 𝑏 ≤ 1，0 ≤ α ≤ 1， 

並將數字代入驗算後得到上式為正，且當 𝑏 越大值越大，故 
∂𝑞𝑖

∂𝑏
> 0 

根據上述結果可說明當研發技術互補性 𝑏  越大，產品的最終產量 𝑞𝑖  會越

大。從圖 4-8 可看出，產品的最終產量 𝑞𝑖 的幅度會隨著研發技術互補性 𝑏 越

大而越大。 

𝑝𝑖 
∂𝑝𝑖

∂𝑏
  

𝑏 



 

42 
 

 

圖 4-8 研發技術互補性 𝑏 對研發所降低之成本 𝑞𝑖 的影響 

第三節 產品替代性 𝜆 對上游水平技術策略聯盟之效果探討 

命題 3-1：當產品替代性 𝝀 越大，最終產品在市場上的價格越小，即 
𝛛𝒑𝒊

𝛛𝝀
< 𝟎 

(𝑖 = 1,2)。 

《證明》： 

∂𝑝𝑖

∂𝜆
 之數學式請詳見附錄三 

∵𝑎 > 𝑡
_

，且 0 ≤ 𝜆 ≤ 1，0 ≤ 𝑏 ≤ 1，0 ≤ α ≤ 1， 

並將數字代入驗算後得到上式為負，且當 𝜆 越大值越小，故 
∂𝑝𝑖

∂𝜆
< 0 

根據上述結果可說明當產品替代性 𝜆  越大，最終產品在市場上的價格 𝑝𝑖 

越小，因為當產品替代性越大，競爭也就越大，廠商利用降價擊退競爭者。從圖

4-9 可看出，最終產品在市場上的價格 𝑝𝑖 的幅度會隨著產品替代性 𝜆 越大而越

小。 

𝑞𝑖 
∂𝑞𝑖

∂𝑏
  

𝑏 
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圖 4-9 產品替代性 𝜆 對最終產品在市場上的價格 𝑝𝑖 的影響 

命題 3-2：當產品替代性 𝝀 越大，產品的最終產量越小，即 
𝛛𝒒𝒊

𝛛𝝀
< 𝟎 (𝑖 = 1,2)。 

《證明》： 

∂𝑞𝑖

∂𝜆
 之數學式請詳見附錄三 

∵𝑎 > 𝑡
_

，且 0 ≤ 𝜆 ≤ 1，0 ≤ 𝑏 ≤ 1，0 ≤ α ≤ 1， 

並將數字代入驗算後得到上式為負，故 
∂𝑞𝑖

∂𝜆
< 0 

根據上述結果可說明當產品替代性 𝜆 越大，產品的最終產量 𝑞𝑖 越小，因

為產品功能性重疊大，故消費者對於單一廠商的產品需求量下降。從圖 4-10 可

看出，在 𝜆 介於 0 到 1 之間時，產品的最終產量 𝑞𝑖 的幅度會隨著產品替代性 

𝜆 越大而越小。 

 

圖 4-10 產品替代性 𝜆 對產品的最終產量 𝑞𝑖 的影響 

 

𝑝𝑖 

𝑞𝑖 

∂𝑝𝑖

∂𝜆
  

∂𝑞𝑖

∂𝜆
  

𝜆 

𝜆 
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命題 3-3：當產品替代性 𝝀 越大，上游賣給下游廠商的關鍵零件價格越低，即 

𝛛𝒘𝒊

𝛛𝝀
< 𝟎 (𝑖 = 1,2)。 

《證明》： 

∂𝑤𝑖

∂𝜆
 之數學式請詳見附錄三 

∵𝑎 > 𝑡
_

，且 0 ≤ 𝜆 ≤ 1，0 ≤ 𝑏 ≤ 1，0 ≤ α ≤ 1， 

並將數字代入驗算後得到上式為負，故 
∂𝑤𝑖

∂𝜆
< 0 

    根據上述結果可說明當產品替代性 𝜆 越大，上游賣給下游廠商的關鍵零件

價格 𝑤𝑖 越小，因為當產品替代性越大，競爭越激烈，價格會降低，產量也會

跟著下降，下游對關鍵零件的需求也就降低，所以上游賣給下游廠商的關鍵零

件變少，價格也就跟著減少，即 𝑤𝑖 越小之原因。從圖 4-11 可看出，上游賣給

下游廠商的關鍵零件價格 𝑤𝑖 的幅度會隨著產品替代性 𝜆 越大而越小。 

 

圖 4-11 產品替代性 𝜆 對上游賣給下游廠商的關鍵零件價格 𝑤𝑖 的影響 

命題 3-4：當產品替代性 𝝀 越大，研發所降低之成本的力量越小，即 
𝛛𝒙𝒊

𝛛𝝀
< 𝟎 

(𝑖 = 1,2)。 

《證明》： 

∂𝑥𝑖

∂𝜆
 之數學式請詳見附錄三 

𝜆 

𝑤𝑖 

∂𝑤𝑖

∂𝜆
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∵𝑎 > 𝑡
_

，且 0 ≤ 𝜆 ≤ 1，0 ≤ 𝑏 ≤ 1，0 ≤ α ≤ 1， 

並將數字代入驗算後得到上式為負，故 
∂𝑥𝑖

∂𝜆
< 0 

根據上述結果可說明當產品替代性 𝜆 越大，研發所降低之成本的力量 𝑥𝑖 

越小，承上命題 3-1 至 3-3 之結果，因為在研發成本 𝑥𝑖 固定下，當產量 𝑞𝑖 越

大時，越可分擔研發成本，每一單位產品所負擔之研發成本越小，即達到 cost 

down 效果；反之，當產量 𝑞𝑖 越小時，須分擔之研發成本越大，所以上游廠商

為了降低研發費用，會減少研發，即 𝑥𝑖 下降之原因。從圖 4-12 可看出，研發

所降低之成本的力量 𝑥𝑖 的幅度會隨著產品替代性 𝜆 越大而越小。 

 

圖 4-12 產品替代性 𝜆 對研發所降低之成本的力量 𝑥𝑖 的影響 

 

 

𝜆 

∂𝑥𝑖

∂𝜆
  𝑥𝑖  
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第五章 結論與建議 

    本章分為兩小節，第一節為研究結果分析與探討，第二節為未來研究方向

與建議。 

第一節 研究結果分析與探討 

    本節延續前面第四章命題之模型及變數對水平技術策略聯盟之經濟效益做

研究結果分析與探討。 

一、分離模式到水平技術策略聯盟的利潤變化 

    當上游廠商採取水平技術策略聯盟的利潤會大於分離模式時的利潤，因

廠商規模擴大可做更有效的運用。且當市場規模 𝑎 愈大，上游水平技術策略

聯盟與分離模式下的利潤差距也會越大；換言之，當市場規模越大，上游水

平技術策略聯盟的效果會越好。當產品替代性 𝜆 越大，上游水平技術策略聯

盟與分離模式下的利潤差距會越來越小，即產品差異性越小時利潤差距會越

小；也就是說，當產品替代性越大，消費者對產品的選擇會更多，上游水平

技術策略聯盟的效果會變小。當研發技術互補性 𝑏 越大，上游水平技術策略

聯盟與分離模式下的利潤差距也會越大；換句話說，當研發互補性越大，可

共享的技術越豐富，上游水平技術策略聯盟的效果會越好。當持股比例 𝛼 越

大，上游水平技術策略聯盟與分離模式下的利潤差距也會越大；也就是當持

股比例越高，掌控對方的權力就越大，上游水平技術策略聯盟的效果會越好。 

二、技術互補性 𝑏 對上游水平技術策略聯盟之效果探討 

    當研發技術互補性 𝑏 越大，研發所降低之成本 𝑥𝑖 的力量會越大；換言

之，當研發技術互補性越強，可共享的技術越豐富，研發所降低之成本的力

道會更強，因此上游水平技術策略聯盟的效果會越好。當研發技術互補性 𝑏 
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越大，賣給下游廠商的關鍵零件價格 𝑤𝑖 會越低；也就是說，當研發技術互

補性越強，可共享的技術越豐富，單一廠商可減少投入研發的費用，賣給下

游的價格就可以降低，達到 cost down 的效果，因此上游水平技術策略聯盟的

效果會越好。當研發技術互補性 𝑏 越大，最終產品在市場上的價格 𝑝𝑖 會越

低；換句話說，當研發技術互補性越強，上游可共享的技術越豐富，下游廠

商關鍵零件的成本降低，最終產品的售價也會跟著降低，因此上游水平技術

策略聯盟的效果會越好。當研發技術互補性 𝑏 越大，產品的最終產量 𝑞𝑖 會

越高；也就是當研發技術互補性越強，上游可共享的技術越豐富，下游廠商

關鍵零件的成本降低，最終產品的售價跟著降低，根據經濟學供給需求面來

看，消費者會因為產品價格降低而增加購買意願及數量，為了供應市場需求，

產量會提高，因此上游水平技術策略聯盟的效果會越好。 

三、產品替代性 λ 對上游水平技術策略聯盟之效果探討 

    當產品替代性 𝜆 越大，最終產品在市場上的價格 𝑝𝑖 越小，因為當產品

替代性越大，競爭也就越大，廠商利用降價策略擊退競爭者，因此上游水平

技術策略聯盟的效果會越好。當產品替代性 𝜆 越大，產品的最終產量 𝑞𝑖 越

小，因為產品功能性重疊大，消費者有其他選擇，對於單一廠商的產品需求

量下降，故產品的最終產量會越少。當產品替代性 𝜆 越大，上游賣給下游廠

商的關鍵零件價格 𝑤𝑖 越小，因為當產品替代性越大，競爭越激烈，廠商會

以低價策略來對付威脅，且因市場對產品的需求下降，產量也會跟著下降，

下游對關鍵零件的需求也就降低，所以上游賣給下游廠商的關鍵零件變少，

價格也就跟著減少。當產品替代性 𝜆 越大，研發所降低之成本的力量 𝑥𝑖 越

小，因為當產量 𝑞𝑖 越大時，每一單位產品所須分擔之研發成本越小；反之，

當產量 𝑞𝑖  越小時，每一單位產品所須分擔之研發成本越大。而在產品替代

性越強時，下游廠商會降低產量，故上游廠商為了降低研發費用，會減少研

發。 
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第二節 未來研究方向與建議 

    本研究於經濟模型推導過程中，為利模型順利進行且聚焦在研究方向上，不

免做了些簡化及假設限制，故與現實面的市場上會有些差異，因此，以下列了幾

點未來研究方向與建議，望將來相關研究或議題能更加完整。 

一、本研究主要以 Cournot 寡占市場模型進行推導，建議未來研究可使用其他競

爭模型進行研究。 

二、本研究假設上游兩家廠商、下游兩家廠商，且各自為獨立，市場上無其他潛

在競爭者，若未來研究能將潛在競爭者考量進去，改變市場結構模型，使其

更貼近實際市場情況。 

三、本研究簡化模型為方便計算，假設上下游兩家廠商產品的製程、核心技術皆

一樣，甚至價格也一樣，建議未來可以假設多樣性創新產品，且每項零件及

產品的製程、價格都不同，更能符合現實市場上的運作模式。 

四、本研究主要變數為 𝑎、𝛼、𝜆 及 𝑏 ，分別探討市場規模、持股比例、產品替

代性及研發技術互補性，建議未來可加入其他變數增加研究豐富度，像是從

消費者需求面切入，探討顧客價值主張等。 

五、本研究強調上游立場、上游研發，且上游採取水平策略聯盟，未來也可考慮

像是站在上游立場、下游研發，採取垂直策略聯盟等方式，進行經濟效益的

比較與探討。 
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附錄一：分離模式到水平技術策略聯盟的利潤變化 

模型 均衡解 

𝜋𝐴 − 𝜋𝑈1
 

2(−960 + 368𝜆2 − 35𝜆4 + 𝜆6)(𝑎 − 𝑡
_

)2

(120 + 32𝜆 − 23𝜆2 − 2𝜆3 + 𝜆4)2
+ (2(𝛼6𝜆10(−15 

+8𝜆)(−4 + 𝜆2)2 + 𝛼5𝜆8(−4 + 𝜆2)2(1185 − 632𝜆 − 76𝜆2 

+40𝜆3) − 16(120 − 32𝜆 − 23𝜆2+2𝜆3 + 𝜆4)2(−960 

+368𝜆2 − 35𝜆4 + 𝜆6) + 𝛼4𝜆6(−599040 + 319488𝜆 

+380192𝜆2 − 202112𝜆3 − 79988𝜆4 + 42176𝜆5 + 6275𝜆6 

−3224𝜆7 − 170𝜆8 + 80𝜆9) + 𝛼3𝜆4(9404160 − 5015552𝜆 

−6763456𝜆2 + 3590912𝜆3 + 1732108𝜆4 − 906240𝜆5 

−195776𝜆6 + 97928𝜆7 + 10483𝜆8 − 4664𝜆9 − 220𝜆10 + 

80𝜆11) + 𝛼2𝜆2(−72867840 + 38862848𝜆 + 61121280𝜆2 

−32440320𝜆3 − 19010112𝜆4 + 9855488𝜆5 + 2854764𝜆6 

−1380800𝜆7 − 232340𝜆8 + 96208𝜆9 + 9945𝜆10 − 

3208𝜆11 − 175𝜆12 + 40𝜆13) + 8𝛼(27648000 − 

14745600𝜆 − 30305280𝜆2 + 16101376𝜆3 + 12020096𝜆4 

−6139136𝜆5 − 2378768𝜆6 + 1091616𝜆7 + 271700𝜆8 

−101088𝜆9 − 18220𝜆10 + 4953𝜆11 + 662𝜆12 − 118𝜆13 

−10𝜆14 + 𝜆15) + 𝑏2(𝛼5𝜆8(−4 + 𝜆2)2 − 16(−8 + 𝜆2)2 

(−960 + 368𝜆2 − 35𝜆4 + 𝜆6) + 𝛼4𝜆6(−1024 − 128𝜆 + 

544𝜆2 + 48𝜆3 − 84𝜆4 − 4𝜆5 + 3𝜆6) + 𝛼3𝜆4(24320 + 

6144𝜆 − 13760𝜆2 − 2560𝜆3 + 2508𝜆4 + 288𝜆5 − 160𝜆6 

−8𝜆7 + 3𝜆8) + 𝛼2𝜆2(−253952 − 98304𝜆 + 156416𝜆2 

+45056𝜆3 − 33856𝜆4 − 6272𝜆5 + 3116𝜆6 + 304𝜆7 − 

116𝜆8 − 4𝜆9 + 𝜆10) − 16𝛼(−61440 − 32768𝜆 + 46592𝜆2 

+16384𝜆3 − 13504𝜆4 − 2688𝜆5 + 1864𝜆6 + 176𝜆7 − 

122𝜆8 − 4𝜆9 + 3𝜆10)) − 2𝑏(𝛼6𝜆10(−4 + 𝜆2)2 + 𝛼5𝜆8 

(−4 + 𝜆2)2(−79 + 4𝜆2) + 𝛼4𝜆6(39936 − 64𝜆 − 24288𝜆2 

+152𝜆3 + 4716𝜆4 − 50𝜆5 − 309𝜆6 + 4𝜆7 + 6𝜆8) + 𝛼3𝜆4 

(−626944 + 2048𝜆 + 426816𝜆2 − 8064𝜆3 − 99348𝜆4 

+3152𝜆5 + 9328𝜆6 − 368𝜆7 − 357𝜆8 + 12𝜆9 + 4𝜆10) − 16 

(921600 − 245760𝜆 − 645120𝜆2 + 140288𝜆3 + 

175232𝜆4 − 28544𝜆5 − 23968𝜆6 + 2672𝜆7 + 1757𝜆8 

−118𝜆9 − 66𝜆10 + 2𝜆11 + 𝜆12) + 𝛼2𝜆2(4857856 − 16384𝜆 

−3833088𝜆2 + 153600𝜆3 + 1084608𝜆4 − 70464𝜆5 − 

137396𝜆6 + 10616𝜆7 + 8260𝜆8 − 618𝜆9 − 207𝜆10 + 
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12𝜆11 + 𝜆12) + 4𝛼(−3686400 + 3811328𝜆2 − 315392𝜆3 

−1412352𝜆4 + 165888𝜆5 + 246624𝜆6 − 30016𝜆7 − 

22264𝜆8 + 2376𝜆9 + 1006𝜆10 − 83𝜆11 − 18𝜆12 + 𝜆13))) 

(𝑎 − 𝑡
_

)2)/(2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 

−8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 

2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3 

𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 

+𝜆4)+𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))2 

∂𝜋𝐴−𝜋𝑈1

∂𝑎
  

4(−960 + 368𝜆2 − 35𝜆4 + 𝜆6)(𝑎 − 𝑡
_

)

(120 + 32𝜆 − 23𝜆2 − 2𝜆3 + 𝜆4)2
+ (4(𝛼6𝜆10(−15 + 

8𝜆)(−4 + 𝜆2)2 + 𝛼5𝜆8(−4 + 𝜆2)2(1185 − 632𝜆 − 76𝜆2 + 

40𝜆3) − 16(120 − 32𝜆 − 23𝜆2 + 2𝜆3 + 𝜆4)2(−960 + 

368𝜆2 − 35𝜆4 + 𝜆6) + 𝛼4𝜆6(−599040 + 319488𝜆 + 

380192𝜆2 − 202112𝜆3 − 79988𝜆4 + 42176𝜆5 + 6275𝜆6 

−3224𝜆7 − 170𝜆8 + 80𝜆9) + 𝛼3𝜆4(9404160 − 5015552𝜆 

−6763456𝜆2 + 3590912𝜆3 + 1732108𝜆4 − 906240𝜆5 − 

195776𝜆6 + 97928𝜆7 + 10483𝜆8 − 4664𝜆9 − 220𝜆10 + 

80𝜆11) + 𝛼2𝜆2(−72867840 + 38862848𝜆 + 61121280𝜆2 

−32440320𝜆3 − 19010112𝜆4 + 9855488𝜆5 + 2854764𝜆6 

−1380800𝜆7 − 232340𝜆8 + 96208𝜆9 + 9945𝜆10 − 

3208𝜆11 − 175𝜆12 + 40𝜆13) + 8𝛼(27648000 − 

14745600𝜆 − 30305280𝜆2 + 16101376𝜆3 + 12020096𝜆4 

−6139136𝜆5 − 2378768𝜆6 + 1091616𝜆7 + 271700𝜆8 − 

101088𝜆9 − 18220𝜆10 + 4953𝜆11 + 662𝜆12 − 118𝜆13 − 

10𝜆14 + 𝜆15) + 𝑏2(𝛼5𝜆8(−4 + 𝜆2)2 − 16(−8 + 𝜆2)2(−960 

+368𝜆2 − 35𝜆4 + 𝜆6) + 𝛼4𝜆6(−1024 − 128𝜆 + 544𝜆2 + 

48𝜆3 − 84𝜆4 − 4𝜆5 + 3𝜆6) + 𝛼3𝜆4(24320 + 6144𝜆 − 

13760𝜆2 − 2560𝜆3 + 2508𝜆4 + 288𝜆5 − 160𝜆6 − 8𝜆7 

+3𝜆8) + 𝛼2𝜆2(−253952 − 98304𝜆 + 156416𝜆2 + 

45056𝜆3 − 33856𝜆4 − 6272𝜆5 + 3116𝜆6 + 304𝜆7 − 116𝜆8 

−4𝜆9 + 𝜆10) − 16𝛼(−61440 − 32768𝜆 + 46592𝜆2 + 

16384𝜆3 − 13504𝜆4 − 2688𝜆5 + 1864𝜆6 + 176𝜆7 − 122𝜆8 

−4𝜆9 + 3𝜆10)) − 2𝑏(𝛼6𝜆10(−4 + 𝜆2)2 + 𝛼5𝜆8(−4 + 𝜆2)2 

(−79 + 4𝜆2) + 𝛼4𝜆6(39936 − 64𝜆 − 24288𝜆2 + 152𝜆3 + 

4716𝜆4 − 50𝜆5 − 309𝜆6 + 4𝜆7 + 6𝜆8) + 𝛼3𝜆4(−626944 + 

2048𝜆 + 426816𝜆2 − 8064𝜆3 − 99348𝜆4 + 3152𝜆5 + 

9328𝜆6 − 368𝜆7 − 357𝜆8 + 12𝜆9 + 4𝜆10) − 16(921600 

−245760𝜆 − 645120𝜆2 + 140288𝜆3 + 175232𝜆4 − 28544 
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𝜆5 − 23968𝜆6 + 2672𝜆7 + 1757𝜆8 − 118𝜆9 − 66𝜆10 + 

2𝜆11 + 𝜆12) + 𝛼2𝜆2(4857856 − 16384𝜆 − 3833088𝜆2 + 

153600𝜆3 + 1084608𝜆4 − 70464𝜆5 − 137396𝜆6 + 

10616𝜆7 + 8260𝜆8 − 618𝜆9 − 207𝜆10 + 12𝜆11 + 𝜆12) + 4𝛼 

(−3686400 + 3811328𝜆2 − 315392𝜆3 − 1412352𝜆4 + 

165888𝜆5 + 246624𝜆6 − 30016𝜆7 − 22264𝜆8 + 2376𝜆9 

+1006𝜆10 − 83𝜆11 − 18𝜆12 + 𝜆13)))(𝑎 − 𝑡
_

)) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)⁄  

(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + ( 

1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3) 

𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 

+𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 

+𝜆6)))2 

∂𝜋𝐴−𝜋𝑈1

∂𝜆
  

2(736𝜆 − 140𝜆3 + 6𝜆5)(𝑎 − 𝑡
_

)2

(120 + 32𝜆 − 23𝜆2 − 2𝜆3 + 𝜆4)2
− 

4(32 − 46𝜆 − 6𝜆2 + 4𝜆3)(−960 + 368𝜆2 − 35𝜆4 + 𝜆6)(𝑎 − 𝑡
_

)2

(120 + 32𝜆 − 23𝜆2 − 2𝜆3 + 𝜆4)3
 

+(2(4𝛼6𝜆11(−15 + 8𝜆)(−4 + 𝜆2) + 8𝛼6𝜆10(−4 + 𝜆2)2 + 

10𝛼6𝜆9(−15 + 8𝜆)(−4 + 𝜆2)2 + 𝛼5𝜆8(−4 + 𝜆2)2(−632 − 

152𝜆 + 120𝜆2) + 4𝛼5𝜆9(−4 + 𝜆2)(1185 − 632𝜆 − 76𝜆2 + 

40𝜆3) + 8𝛼5𝜆7(−4 + 𝜆2)2(1185 − 632𝜆 − 76𝜆2 + 40𝜆3) − 

16(120 − 32𝜆 − 23𝜆2 + 2𝜆3 + 𝜆4)2(736𝜆 − 140𝜆3 + 6𝜆5) − 

32(−32 − 46𝜆 + 6𝜆2 + 4𝜆3)(120 − 32𝜆 − 23𝜆2 + 2𝜆3 + 𝜆4) 

(−960 + 368𝜆2 − 35𝜆4 + 𝜆6) + 𝛼4𝜆6(319488 + 760384𝜆 − 

606336𝜆2 − 319952𝜆3 + 210880𝜆4 + 37650𝜆5 − 22568𝜆6 − 

1360𝜆7 + 720𝜆8) + 6𝛼4𝜆5(−599040 + 319488𝜆 + 380192𝜆2 

−202112𝜆3 − 79988𝜆4 + 42176𝜆5 + 6275𝜆6 − 3224𝜆7 − 

170𝜆8 + 80𝜆9) + 𝛼3𝜆4(−5015552 − 13526912𝜆 + 

10772736𝜆2 + 6928432𝜆3 − 4531200𝜆4 − 1174656𝜆5 + 

685496𝜆6 + 83864𝜆7 − 41976𝜆8 − 2200𝜆9 + 880𝜆10) + 

4𝛼3𝜆3(9404160 − 5015552𝜆 − 6763456𝜆2 + 3590912𝜆3 + 

1732108𝜆4 − 906240𝜆5 − 195776𝜆6 + 97928𝜆7 + 10483𝜆8 − 

4664𝜆9 − 220𝜆10 + 80𝜆11) + 𝛼2𝜆2(38862848 + 122242560𝜆 

−97320960𝜆2 − 76040448𝜆3 + 49277440𝜆4 + 17128584𝜆5 

−9665600𝜆6 − 1858720𝜆7 + 865872𝜆8 + 99450𝜆9 − 

35288𝜆10 − 2100𝜆11 + 520𝜆12) + 2𝛼2𝜆(−72867840 + 

38862848𝜆 + 61121280𝜆2 − 32440320𝜆3 − 19010112𝜆4 

+9855488𝜆5 + 2854764𝜆6 − 1380800𝜆7 − 232340𝜆8 + 

96208𝜆9 + 9945𝜆10 − 3208𝜆11 − 175𝜆12 + 40𝜆13) + 8𝛼 
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(−14745600 − 60610560𝜆 + 48304128𝜆2 + 48080384𝜆3 − 

30695680𝜆4 − 14272608𝜆5 + 7641312𝜆6 + 2173600𝜆7 − 

909792𝜆8 − 182200𝜆9 + 54483𝜆10 + 7944𝜆11 − 1534𝜆12 

−140𝜆13 + 15𝜆14) + 𝑏2(4𝛼5𝜆9(−4 + 𝜆2) + 8𝛼5𝜆7(−4 + 𝜆2)2 

−16(−8 + 𝜆2)2(736𝜆 − 140𝜆3 + 6𝜆5) + 𝛼4𝜆6(−128 + 1088𝜆 

+144𝜆2 − 336𝜆3 − 20𝜆4 + 18𝜆5) − 64𝜆(−8 + 𝜆2)(−960 + 

368𝜆2 − 35𝜆4 + 𝜆6) + 6𝛼4𝜆5(−1024 − 128𝜆 + 544𝜆2 + 48𝜆3 

−84𝜆4 − 4𝜆5 + 3𝜆6) + 𝛼3𝜆4(6144 − 27520𝜆 − 7680𝜆2 + 

10032𝜆3 + 1440𝜆4 − 960𝜆5 − 56𝜆6 + 24𝜆7) + 4𝛼3𝜆3(24320 

+6144𝜆 − 13760𝜆2 − 2560𝜆3 + 2508𝜆4 + 288𝜆5 − 160𝜆6 − 

8𝜆7 + 3𝜆8) + 𝛼2𝜆2(−98304 + 312832𝜆 + 135168𝜆2 − 

135424𝜆3 − 31360𝜆4 + 18696𝜆5 + 2128𝜆6 − 928𝜆7 − 36𝜆8 + 

10𝜆9) − 16𝛼(−32768 + 93184𝜆 + 49152𝜆2 − 54016𝜆3 − 

13440𝜆4 + 11184𝜆5 + 1232𝜆6 − 976𝜆7 − 36𝜆8 + 30𝜆9) + 

2𝛼2𝜆(−253952 − 98304𝜆 + 156416𝜆2 + 45056𝜆3 − 33856𝜆4 

−6272𝜆5 + 3116𝜆6 + 304𝜆7 − 116𝜆8 − 4𝜆9 + 𝜆10)) − 2𝑏( 

4𝛼6𝜆11(−4 + 𝜆2) + 8𝛼5𝜆9(−4 + 𝜆2)2 + 10𝛼6𝜆9(−4 + 𝜆2)2 + 

4𝛼5𝜆9(−4 + 𝜆2)(−79 + 4𝜆2) + 8𝛼5𝜆7(−4 + 𝜆2)2(−79 + 4𝜆2) 

+𝛼4𝜆6(−64 − 48576𝜆 + 456𝜆2 + 18864𝜆3 − 250𝜆4 − 1854𝜆5 

+28𝜆6 + 48𝜆7) + 6𝛼4𝜆5(39936 − 64𝜆 − 24288𝜆2 + 152𝜆3 

+4716𝜆4 − 50𝜆5 − 309𝜆6 + 4𝜆7 + 6𝜆8) + 𝛼3𝜆4(2048 + 

853632𝜆 − 24192𝜆2 − 397392𝜆3 + 15760𝜆4 + 55968𝜆5 

−2576𝜆6 − 2856𝜆7 + 108𝜆8 + 40𝜆9) + 4𝛼3𝜆3(−626944 + 

2048𝜆 + 426816𝜆2 − 8064𝜆3 − 99348𝜆4 + 3152𝜆5 + 9328𝜆6 

−368𝜆7 − 357𝜆8 + 12𝜆9 + 4𝜆10) − 16(−245760 − 1290240𝜆 

+420864𝜆2 + 700928𝜆3 − 142720𝜆4 − 143808𝜆5 + 18704𝜆6 

+14056𝜆7 − 1062𝜆8 − 660𝜆9 + 22𝜆10 + 12𝜆11) + 𝛼2𝜆2 

(−16384 − 7666176𝜆 + 460800𝜆2 + 4338432𝜆3 − 352320𝜆4 

−824376𝜆5 + 74312𝜆6 + 66080𝜆7 − 5562𝜆8 − 2070𝜆9 + 

132𝜆10 + 12𝜆11) + 2𝛼2𝜆(4857856 − 16384𝜆 − 3833088𝜆2 + 

153600𝜆3 + 1084608𝜆4 − 70464𝜆5 − 137396𝜆6 + 10616𝜆7 + 

8260𝜆8 − 618𝜆9 − 207𝜆10 + 12𝜆11 + 𝜆12) + 4𝛼(7622656𝜆 − 

946176𝜆2 − 5649408𝜆3 + 829440𝜆4 + 1479744𝜆5 − 

210112𝜆6 − 178112𝜆7 + 21384𝜆8 + 10060𝜆9 − 913𝜆10 − 

216𝜆11 + 13𝜆12))) (𝑎 − 𝑡
_

)2) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)⁄  

𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 

376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 

𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 
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+𝜆4)+𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))2 − (4(4𝑏2(2 + 𝛼)𝜆 

(−8 + 𝜆2) + 4𝑏2𝜆(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(−16(1636 + 721 

𝛼)𝜆 + 4(1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆3 − 12(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 

+4𝛼3)𝜆5 + 16(1 + 𝛼)3𝜆7) + 𝑏𝜆(2𝛼3𝜆5 + 4𝛼3𝜆3(−4 + 𝜆2) 

−16(−48𝜆 + 4𝜆3) + 2𝛼2𝜆2(−40𝜆 + 4𝜆3) + 4𝛼2𝜆(64 − 20𝜆2 + 

𝜆4) + 𝛼(1024𝜆 − 208𝜆3 + 6𝜆5)) + 𝑏(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 

−24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 

52𝜆4 + 𝜆6)))(𝛼6𝜆10(−15 + 8𝜆)(−4 + 𝜆2)2 + 𝛼5𝜆8(−4 + 𝜆2)2 

(1185 − 632𝜆 − 76𝜆2 + 40𝜆3) − 16(120 − 32𝜆 − 23𝜆2 + 2𝜆3 

+𝜆4)2(−960 + 368𝜆2 − 35𝜆4 + 𝜆6) + 𝛼4𝜆6(−599040 + 

319488𝜆 + 380192𝜆2 − 202112𝜆3 − 79988𝜆4 + 42176𝜆5 

+6275𝜆6 − 3224𝜆7 − 170𝜆8 + 80𝜆9) + 𝛼3𝜆4(9404160 − 

5015552𝜆 − 6763456𝜆2 + 3590912𝜆3 + 1732108𝜆4 − 

906240𝜆5 − 195776𝜆6 + 97928𝜆7 + 10483𝜆8 − 4664𝜆9 − 

220𝜆10 + 80𝜆11) + 𝛼2𝜆2(−72867840 + 38862848𝜆 + 

61121280𝜆2 − 32440320𝜆3 − 19010112𝜆4 + 9855488𝜆5 + 

2854764𝜆6 − 1380800𝜆7 − 232340𝜆8 + 96208𝜆9 + 9945𝜆10 

−3208𝜆11 − 175𝜆12 + 40𝜆13) + 8𝛼(27648000 − 14745600𝜆 

−30305280𝜆2 + 16101376𝜆3 + 12020096𝜆4 − 6139136𝜆5 − 

2378768𝜆6 + 1091616𝜆7 + 271700𝜆8 − 101088𝜆9 − 

18220𝜆10 + 4953𝜆11 + 662𝜆12 − 118𝜆13 − 10𝜆14 + 𝜆15) + 

𝑏2(𝛼5𝜆8(−4 + 𝜆2)2 − 16(−8 + 𝜆2)2(−960 + 368𝜆2 − 35𝜆4 + 

𝜆6) + 𝛼4𝜆6(−1024 − 128𝜆 + 544𝜆2 + 48𝜆3 − 84𝜆4 − 4𝜆5 + 

3𝜆6) + 𝛼3𝜆4(24320 + 6144𝜆 − 13760𝜆2 − 2560𝜆3 + 2508𝜆4 

+288𝜆5 − 160𝜆6 − 8𝜆7 + 3𝜆8) + 𝛼2𝜆2(−253952 − 98304𝜆 + 

156416𝜆2 + 45056𝜆3 − 33856𝜆4 − 6272𝜆5 + 3116𝜆6 + 304𝜆7 

−116𝜆8 − 4𝜆9 + 𝜆10) − 16𝛼(−61440 − 32768𝜆 + 46592𝜆2 

+16384𝜆3 − 13504𝜆4 − 2688𝜆5 + 1864𝜆6 + 176𝜆7 − 122𝜆8 

−4𝜆9 + 3𝜆10)) − 2𝑏(𝛼6𝜆10(−4 + 𝜆2)2 + 𝛼5𝜆8(−4 + 𝜆2)2(−79 

+4𝜆2) + 𝛼4𝜆6(39936 − 64𝜆 − 24288𝜆2 + 152𝜆3 + 4716𝜆4 − 

50𝜆5 − 309𝜆6 + 4𝜆7 + 6𝜆8) + 𝛼3𝜆4(−626944 + 2048𝜆 + 

426816𝜆2 − 8064𝜆3 − 99348𝜆4 + 3152𝜆5 + 9328𝜆6 − 368𝜆7 

−357𝜆8 + 12𝜆9 + 4𝜆10) − 16(921600 − 245760𝜆 − 

645120𝜆2 + 140288𝜆3 + 175232𝜆4 − 28544𝜆5 − 23968𝜆6 + 

2672𝜆7 + 1757𝜆8 − 118𝜆9 − 66𝜆10 + 2𝜆11 + 𝜆12) + 𝛼2𝜆2( 

4857856 − 16384𝜆 − 3833088𝜆2 + 153600𝜆3 + 1084608𝜆4 

−70464𝜆5 − 137396𝜆6 + 10616𝜆7 + 8260𝜆8 − 618𝜆9 − 

207𝜆10 + 12𝜆11 + 𝜆12) + 4𝛼(−3686400 + 3811328𝜆2 − 
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315392𝜆3 − 1412352𝜆4 + 165888𝜆5 + 246624𝜆6 − 30016𝜆7 

−22264𝜆8 + 2376𝜆9 + 1006𝜆10 − 83𝜆11 − 18𝜆12 + 𝜆13))) 

(𝑎 − 𝑡
_

)2) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800⁄  

−8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 

105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) 

−16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 

+512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))3 

∂𝜋𝐴−𝜋𝑈1

∂𝑏
  

(2(2𝑏(𝛼5𝜆8(−4 + 𝜆2)2 − 16(−8 + 𝜆2)2(−960 + 368𝜆2 − 35𝜆4 

+𝜆6) + 𝛼4𝜆6(−1024 − 128𝜆 + 544𝜆2 + 48𝜆3 − 84𝜆4 − 4𝜆5 + 

3𝜆6) + 𝛼3𝜆4(24320 + 6144𝜆 − 13760𝜆2 − 2560𝜆3 + 2508𝜆4 

+288𝜆5 − 160𝜆6 − 8𝜆7 + 3𝜆8) + 𝛼2𝜆2(−253952 − 98304𝜆 + 

156416𝜆2 + 45056𝜆3 − 33856𝜆4 − 6272𝜆5 + 3116𝜆6 + 304𝜆7 

−116𝜆8 − 4𝜆9 + 𝜆10) − 16𝛼(−61440 − 32768𝜆 + 46592𝜆2 + 

16384𝜆3 − 13504𝜆4 − 2688𝜆5 + 1864𝜆6 + 176𝜆7 − 122𝜆8 − 

4𝜆9 + 3𝜆10)) − 2(𝛼6𝜆10(−4 + 𝜆2)2 + 𝛼5𝜆8(−4 + 𝜆2)2(−79 + 

4𝜆2) + 𝛼4𝜆6(39936 − 64𝜆 − 24288𝜆2 + 152𝜆3 + 4716𝜆4 − 

50𝜆5 − 309𝜆6 + 4𝜆7 + 6𝜆8) + 𝛼3𝜆4(−626944 + 2048𝜆 + 

426816𝜆2 − 8064𝜆3 − 99348𝜆4 + 3152𝜆5 + 9328𝜆6 − 368𝜆7 

−357𝜆8 + 12𝜆9 + 4𝜆10) − 16(921600 − 245760𝜆 − 

645120𝜆2 + 140288𝜆3 + 175232𝜆4 − 28544𝜆5 − 23968𝜆6 + 

2672𝜆7 + 1757𝜆8 − 118𝜆9 − 66𝜆10 + 2𝜆11 + 𝜆12) + 𝛼2𝜆2 

(4857856 − 16384𝜆 − 3833088𝜆2 + 153600𝜆3 + 1084608𝜆4 

−70464𝜆5 − 137396𝜆6 + 10616𝜆7 + 8260𝜆8 − 618𝜆9 − 

207𝜆10 + 12𝜆11 + 𝜆12) + 4𝛼(−3686400 + 3811328𝜆2 − 

315392𝜆3 − 1412352𝜆4 + 165888𝜆5 + 246624𝜆6 − 30016𝜆7 

−22264𝜆8 + 2376𝜆9 + 1006𝜆10 − 83𝜆11 − 18𝜆12 + 𝜆13))) 

(𝑎 − 𝑡
_

)2)/2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8( 

1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 

105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) 

−16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 

+512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))2 − (4(4𝑏(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) 

+𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 

20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))(𝛼6𝜆10(−15 + 

8𝜆)(−4 + 𝜆2)2 + 𝛼5𝜆8(−4 + 𝜆2)2(1185 − 632𝜆 − 76𝜆2 + 

40𝜆3) − 16(120 − 32𝜆 − 23𝜆2 + 2𝜆3 + 𝜆4)2(−960 + 368𝜆2 

−35𝜆4 + 𝜆6) + 𝛼4𝜆6(−599040 + 319488𝜆 + 380192𝜆2 − 

202112𝜆3 − 79988𝜆4 + 42176𝜆5 + 6275𝜆6 − 3224𝜆7 − 170𝜆8 

+80𝜆9) + 𝛼3𝜆4(9404160 − 5015552𝜆 − 6763456𝜆2 + 
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3590912𝜆3 + 1732108𝜆4 − 906240𝜆5 − 195776𝜆6 + 

97928𝜆7 + 10483𝜆8 − 4664𝜆9 − 220𝜆10 + 80𝜆11) + 𝛼2𝜆2( 

−72867840 + 38862848𝜆 + 61121280𝜆2 − 32440320𝜆3 − 

19010112𝜆4 + 9855488𝜆5 + 2854764𝜆6 − 1380800𝜆7 − 

232340𝜆8 + 96208𝜆9 + 9945𝜆10 − 3208𝜆11 − 175𝜆12 + 

40𝜆13) + 8𝛼(27648000 − 14745600𝜆 − 30305280𝜆2 + 

16101376𝜆3 + 12020096𝜆4 − 6139136𝜆5 − 2378768𝜆6 + 

1091616𝜆7 + 271700𝜆8 − 101088𝜆9 − 18220𝜆10 + 4953𝜆11 

+662𝜆12 − 118𝜆13 − 10𝜆14 + 𝜆15) + 𝑏2(𝛼5𝜆8(−4 + 𝜆2)2 − 

16(−8 + 𝜆2)2(−960 + 368𝜆2 − 35𝜆4 + 𝜆6) + 𝛼4𝜆6(−1024 − 

128𝜆 + 544𝜆2 + 48𝜆3 − 84𝜆4 − 4𝜆5 + 3𝜆6) + 𝛼3𝜆4(24320 + 

6144𝜆 − 13760𝜆2 − 2560𝜆3 + 2508𝜆4 + 288𝜆5 − 160𝜆6 − 

8𝜆7 + 3𝜆8) + 𝛼2𝜆2(−253952 − 98304𝜆 + 156416𝜆2 + 

45056𝜆3 − 33856𝜆4 − 6272𝜆5 + 3116𝜆6 + 304𝜆7 − 116𝜆8 

−4𝜆9 + 𝜆10) − 16𝛼(−61440 − 32768𝜆 + 46592𝜆2 + 16384𝜆3 

−13504𝜆4 − 2688𝜆5 + 1864𝜆6 + 176𝜆7 − 122𝜆8 − 4𝜆9 + 

3𝜆10)) − 2𝑏(𝛼6𝜆10(−4 + 𝜆2)2 + 𝛼5𝜆8(−4 + 𝜆2)2(−79 + 4𝜆2) 

+𝛼4𝜆6(39936 − 64𝜆 − 24288𝜆2 + 152𝜆3 + 4716𝜆4 − 50𝜆5 

−309𝜆6 + 4𝜆7 + 6𝜆8) + 𝛼3𝜆4(−626944 + 2048𝜆 + 426816𝜆2 

−8064𝜆3 − 99348𝜆4 + 3152𝜆5 + 9328𝜆6 − 368𝜆7 − 357𝜆8 + 

12𝜆9 + 4𝜆10) − 16(921600 − 245760𝜆 − 645120𝜆2 + 

140288𝜆3 + 175232𝜆4 − 28544𝜆5 − 23968𝜆6 + 2672𝜆7 

+1757𝜆8 − 118𝜆9 − 66𝜆10 + 2𝜆11 + 𝜆12) + 𝛼2𝜆2(4857856 − 

16384𝜆 − 3833088𝜆2 + 153600𝜆3 + 1084608𝜆4 − 70464𝜆5 

−137396𝜆6 + 10616𝜆7 + 8260𝜆8 − 618𝜆9 − 207𝜆10 + 12𝜆11 

+𝜆12) + 4𝛼(−3686400 + 3811328𝜆2 − 315392𝜆3 − 

1412352𝜆4 + 165888𝜆5 + 246624𝜆6 − 30016𝜆7 − 22264𝜆8 + 

2376𝜆9 + 1006𝜆10 − 83𝜆11 − 18𝜆12 + 𝜆13)))(𝑎 − 𝑡
_

)2)/ 

(2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 

721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 

59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 

−24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 

−52𝜆4 + 𝜆6)))3 

∂𝜋𝐴−𝜋𝑈1

∂𝛼
  

(2(6𝛼5𝜆10(−15 + 8𝜆)(−4 + 𝜆2)2 + 5𝛼4𝜆8(−4 + 𝜆2)2(1185 − 

632𝜆 − 76𝜆2 + 40𝜆3) + 4𝛼3𝜆6(−599040 + 319488𝜆 + 

380192𝜆2 − 202112𝜆3 − 79988𝜆4 + 42176𝜆5 + 6275𝜆6 − 

3224𝜆7 − 170𝜆8 + 80𝜆9) + 3𝛼2𝜆4(9404160 − 5015552𝜆 − 

6763456𝜆2 + 3590912𝜆3 + 1732108𝜆4 − 906240𝜆5 − 
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195776𝜆6 + 97928𝜆7 + 10483𝜆8 − 4664𝜆9 − 220𝜆10 + 

80𝜆11) + 2𝛼𝜆2(−72867840 + 38862848𝜆 + 61121280𝜆2 − 

32440320𝜆3 − 19010112𝜆4 + 9855488𝜆5 + 2854764𝜆6 − 

1380800𝜆7 − 232340𝜆8 + 96208𝜆9 + 9945𝜆10 − 3208𝜆11 − 

175𝜆12 + 40𝜆13) + 8(27648000 − 14745600𝜆 − 30305280𝜆2 

+16101376𝜆3 + 12020096𝜆4 − 6139136𝜆5 − 2378768𝜆6 + 

1091616𝜆7 + 271700𝜆8 − 101088𝜆9 − 18220𝜆10 + 4953𝜆11 

+662𝜆12 − 118𝜆13 − 10𝜆14 + 𝜆15) + 𝑏2(5𝛼4𝜆8(−4 + 𝜆2)2 + 

4𝛼3𝜆6(−1024 − 128𝜆 + 544𝜆2 + 48𝜆3 − 84𝜆4 − 4𝜆5 + 3𝜆6) + 

3𝛼2𝜆4(24320 + 6144𝜆 − 13760𝜆2 − 2560𝜆3 + 2508𝜆4 + 

288𝜆5 − 160𝜆6 − 8𝜆7 + 3𝜆8) + 2𝛼𝜆2(−253952 − 98304𝜆 + 

156416𝜆2 + 45056𝜆3 − 33856𝜆4 − 6272𝜆5 + 3116𝜆6 + 304𝜆7 

−116𝜆8 − 4𝜆9 + 𝜆10) − 16(−61440 − 32768𝜆 + 46592𝜆2 + 

16384𝜆3 − 13504𝜆4 − 2688𝜆5 + 1864𝜆6 + 176𝜆7 − 122𝜆8 − 

4𝜆9 + 3𝜆10)) − 2𝑏(6𝛼5𝜆10(−4 + 𝜆2)2 + 5𝛼4𝜆8(−4 + 𝜆2)2 

(−79 + 4𝜆2) + 4𝛼3𝜆6(39936 − 64𝜆 − 24288𝜆2 + 152𝜆3 + 

4716𝜆4 − 50𝜆5 − 309𝜆6 + 4𝜆7 + 6𝜆8) + 3𝛼2𝜆4(−626944 + 

2048𝜆 + 426816𝜆2 − 8064𝜆3 − 99348𝜆4 + 3152𝜆5 + 9328𝜆6 

−368𝜆7 − 357𝜆8 + 12𝜆9 + 4𝜆10) + 2𝛼𝜆2(4857856 − 16384𝜆 

−3833088𝜆2 + 153600𝜆3 + 1084608𝜆4 − 70464𝜆5 − 

137396𝜆6 + 10616𝜆7 + 8260𝜆8 − 618𝜆9 − 207𝜆10 + 12𝜆11 + 

𝜆12) + 4(−3686400 + 3811328𝜆2 − 315392𝜆3 − 1412352𝜆4 

+165888𝜆5 + 246624𝜆6 − 30016𝜆7 − 22264𝜆8 + 2376𝜆9 + 

1006𝜆10 − 83𝜆11 − 18𝜆12 + 𝜆13)))(𝑎 − 𝑡
_

)2)/(2𝑏2(−8 + 𝜆2) 

(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 

+2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 

+𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2 

(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))2 − (4 

(2𝑏2𝜆2(−8 + 𝜆2) − 2(−5768𝜆2 + (2201 + 752𝛼)𝜆4 − 2(105 

+118𝛼 + 12𝛼2)𝜆6 + 6(1 + 𝛼)2𝜆8) + 𝑏𝜆(−1024 + 512𝜆2 − 

52𝜆4 + 𝜆6 + 3𝛼2𝜆4(−4 + 𝜆2) + 4𝛼𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4)))(𝛼6 

𝜆10(−15 + 8𝜆)(−4 + 𝜆2)2 + 𝛼5𝜆8(−4 + 𝜆2)2(1185 − 632𝜆 

−76𝜆2 + 40𝜆3) − 16(120 − 32𝜆 − 23𝜆2 + 2𝜆3 + 𝜆4)2(−960 + 

368𝜆2 − 35𝜆4 + 𝜆6) + 𝛼4𝜆6(−599040 + 319488𝜆 + 

380192𝜆2 − 202112𝜆3 − 79988𝜆4 + 42176𝜆5 + 6275𝜆6 − 

3224𝜆7 − 170𝜆8 + 80𝜆9) + 𝛼3𝜆4(9404160 − 5015552𝜆 − 

6763456𝜆2 + 3590912𝜆3 + 1732108𝜆4 − 906240𝜆5 − 

195776𝜆6 + 97928𝜆7 + 10483𝜆8 − 4664𝜆9 − 220𝜆10 + 
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80𝜆11) + 𝛼2𝜆2(−72867840 + 38862848𝜆 + 61121280𝜆2 

−32440320𝜆3 − 19010112𝜆4 + 9855488𝜆5 + 2854764𝜆6 − 

1380800𝜆7 − 232340𝜆8 + 96208𝜆9 + 9945𝜆10 − 3208𝜆11 − 

175𝜆12 + 40𝜆13) + 8𝛼(27648000 − 14745600𝜆 − 

30305280𝜆2 + 16101376𝜆3 + 12020096𝜆4 − 6139136𝜆5 − 

2378768𝜆6 + 1091616𝜆7 + 271700𝜆8 − 101088𝜆9 − 

18220𝜆10 + 4953𝜆11 + 662𝜆12 − 118𝜆13 − 10𝜆14 + 𝜆15) + 

𝑏2(𝛼5𝜆8(−4 + 𝜆2)2 − 16(−8 + 𝜆2)2(−960 + 368𝜆2 − 35𝜆4 

+𝜆6) + 𝛼4𝜆6(−1024 − 128𝜆 + 544𝜆2 + 48𝜆3 − 84𝜆4 − 4𝜆5 + 

3𝜆6) + 𝛼3𝜆4(24320 + 6144𝜆 − 13760𝜆2 − 2560𝜆3 + 2508𝜆4 

+288𝜆5 − 160𝜆6 − 8𝜆7 + 3𝜆8) + 𝛼2𝜆2(−253952 − 98304𝜆 

+156416𝜆2 + 45056𝜆3 − 33856𝜆4 − 6272𝜆5 + 3116𝜆6 + 

304𝜆7 − 116𝜆8 − 4𝜆9 + 𝜆10) − 16𝛼(−61440 − 32768𝜆 + 

46592𝜆2 + 16384𝜆3 − 13504𝜆4 − 2688𝜆5 + 1864𝜆6 + 176𝜆7 

−122𝜆8 − 4𝜆9 + 3𝜆10)) − 2𝑏(𝛼6𝜆10(−4 + 𝜆2)2 + 𝛼5𝜆8(−4 + 

𝜆2)2(−79 + 4𝜆2) + 𝛼4𝜆6(39936 − 64𝜆 − 24288𝜆2 + 152𝜆3 

+4716𝜆4 − 50𝜆5 − 309𝜆6 + 4𝜆7 + 6𝜆8) + 𝛼3𝜆4(−626944 + 

2048𝜆 + 426816𝜆2 − 8064𝜆3 − 99348𝜆4 + 3152𝜆5 + 9328𝜆6 

−368𝜆7 − 357𝜆8 + 12𝜆9 + 4𝜆10) − 16(921600 − 245760𝜆 

−645120𝜆2 + 140288𝜆3 + 175232𝜆4 − 28544𝜆5 − 23968𝜆6 

+2672𝜆7 + 1757𝜆8 − 118𝜆9 − 66𝜆10 + 2𝜆11 + 𝜆12) + 𝛼2𝜆2 

(4857856 − 16384𝜆 − 3831084608𝜆43088𝜆2 + 153600𝜆3 + 

−70464𝜆5 − 137396𝜆6 + 10616𝜆7 + 8260𝜆8 − 618𝜆9 − 

207𝜆10 + 12𝜆11 + 𝜆12) + 4𝛼(−3686400 + 3811328𝜆2 − 

315392𝜆3 − 1412352𝜆4 + 165888𝜆5 + 246624𝜆6 − 30016𝜆7 

−22264𝜆8 + 2376𝜆9 + 1006𝜆10 − 83𝜆11 − 18𝜆12 + 𝜆13))) 

(𝑎 − 𝑡
_

)2) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8⁄  

(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 

105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) 

−16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 

+512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))3 
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附錄二：技術互補性 𝒃 對上游水平技術策略聯盟之效果 

變數 均衡解 

∂𝑥𝑖

∂𝑏
  

((3840 − 1024(1 + 𝛼)𝜆 − 16(76 + 31𝛼)𝜆2 + 64(3 + 7𝛼 + 

2𝛼2)𝜆3 + 2(62 + 71𝛼 + 8𝛼2)𝜆4 − 4(2 + 11𝛼 + 10𝛼2 + 𝛼3) 

𝜆5 − 4(1 + 𝛼)2𝜆6 + 𝛼(1 + 𝛼)2𝜆7 + 2𝑏(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 

𝛼)𝜆2))(4𝑏(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) + 𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) 

−16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 

+512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))(𝑎 − 𝑡
_

)) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)⁄  

𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 

376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 

𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 

+𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))2 − (2(−8 + 𝜆2)(−16 

+ (2 + 𝛼)𝜆2)(𝑎 − 𝑡
_

)) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) −⁄  

2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 

−2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4 

(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) 

+𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6))) 

∂𝑤𝑖

∂𝑏
  

(𝑎(4𝑏(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) + (−2 + 𝜆)(𝛼3𝜆5(2 + 𝜆) 

+2𝛼2𝜆3(−32 − 16𝜆 + 2𝜆2 + 𝜆3) − 8(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼𝜆 

(512 + 320𝜆 − 64𝜆2 − 40𝜆3 + 2𝜆4 + 𝜆5))) − 8(2 + 𝜆)(−8 + 

𝜆2) (−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)𝑡
_

) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2)⁄  

−2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 

−2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆 

(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 

+𝜆4)𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6))) − ((4𝑏(−8 + 𝜆2)(−16 

+(2 + 𝛼)𝜆2) + 𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) 

+2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6))) 

(𝑎(2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(13440 + 512(−7 

+8𝛼)𝜆 − 8(892 + 473𝛼)𝜆2 − 32(−45 + 33𝛼 + 16𝛼2)𝜆3 

+(1226 + 1569𝛼 + 312𝛼2)𝜆4 + 4(−35 − 3𝛼 + 36𝛼2 + 4𝛼3) 

𝜆5 − 2(42 + 89𝛼 + 51𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 − 4(−1 + 𝛼)(1 + 𝛼)2𝜆7 

+2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏(−2 + 𝜆)(𝛼3𝜆5(2 + 𝜆) + 2𝛼2𝜆3(−32 − 16𝜆 

+2𝜆2 + 𝜆3) − 8(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼𝜆(512 + 320𝜆 − 64𝜆2 

−40𝜆3 + 2𝜆4 + 𝜆5))) − 8(2 + 𝜆)(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)(−120 

+32(1 + 𝛼)𝜆 + (23 − 8𝛼)𝜆2 − 2(1 + 𝛼)2𝜆3 + (−1 + 𝛼2)𝜆4 

+𝑏(−8 + 𝜆2))𝑡
_

))/(2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2( 
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28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 

−2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3 

𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) 

+𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))2 

∂𝑝𝑖

∂𝑏
  

−((4𝜆(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)(−240 + 64𝜆 + (46 + 15𝛼)𝜆2 − 4(1 

+𝛼)𝜆3 − 2(1 + 𝛼)𝜆4 + 𝑏(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2))(4𝑏(−8 + 𝜆2) 

(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) + 𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) 

+2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6))) 

(𝑎 − 𝑡
_

))/(2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8( 

1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 

105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) 

−16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 

+512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))2) + (2(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)(480 − 128 

(1 + 𝛼)𝜆 − 4(23 + 8𝛼)𝜆2 + (8 + 47𝛼 + 8𝛼2)𝜆3 + 4(1 + 𝛼)𝜆4 

−2𝛼(1 + 𝛼)𝜆5 + 𝑏(32 − 4𝜆2 + 𝛼𝜆3))(4𝑏(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 

+𝛼)𝜆2) + 𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2 

(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))(𝑎 − 𝑡
_

)) 

/(2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 

721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 

59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 

−24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 

−52𝜆4 + 𝜆6)))2 + (4𝜆(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) 

(𝑎 − 𝑡
_

)) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(⁄  

1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 

105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) 

−16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 

+512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6))) − (2(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)(32 − 4𝜆2 

+𝛼𝜆3)(𝑎 − 𝑡
_

)) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2)⁄ − 2(28800 

−8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 

105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) 

−16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 

+512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6))) 

∂𝑞𝑖

∂𝑏
  

−((2(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)(480 − 128(1 + 𝛼)𝜆 − 4(23 + 8𝛼)𝜆2 + 

(8 + 47𝛼 + 8𝛼2)𝜆3 + 4(1 + 𝛼)𝜆4 − 2𝛼(1 + 𝛼)𝜆5 + 𝑏(32 − 4𝜆2 

+𝛼𝜆3))(4𝑏(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) + 𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) 

−16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 

+512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))(𝑎 − 𝑡
_

)) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16⁄ + (2 + 𝛼) 

𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 
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376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) 

+𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 

20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))2) + (2(−16 

+(1 + 𝛼)𝜆2)(32 − 4𝜆2 + 𝛼𝜆3)(𝑎 − 𝑡
_

)) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)⁄ (−16 + 

(2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 

+376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) 

+𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 

20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6))) 
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附錄三：產品替代性 𝝀 對上游水平技術策略聯盟之效果 

變數 均衡解 

∂𝑝𝑖

∂𝜆
  

−((4𝜆(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)(−240 + 64𝜆 + (46 + 15𝛼)𝜆2 − 4(1 

+𝛼)𝜆3 − 2(1 + 𝛼)𝜆4 + 𝑏(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2))(4𝑏2(2 + 𝛼)𝜆(−8 

+𝜆2) + 4𝑏2𝜆(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(−16(1636 + 721𝛼)𝜆 + 

4(1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆3 − 12(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3) 

𝜆5 + 16(1 + 𝛼)3𝜆7) + 𝑏𝜆(2𝛼3𝜆5 + 4𝛼3𝜆3(−4 + 𝜆2) − 16( 

−48𝜆 + 4𝜆3) + 2𝛼2𝜆2(−40𝜆 + 4𝜆3) + 4𝛼2𝜆(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) 

+𝛼(1024𝜆 − 208𝜆3 + 6𝜆5)) + 𝑏(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 

24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 

52𝜆4 + 𝜆6)))(𝑎 − 𝑡
_

))/(2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2( 

28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 

−2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4 

(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) 

+𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))2) + (2(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2) 

(480 − 128(1 + 𝛼)𝜆 − 4(23 + 8𝛼)𝜆2 + (8 + 47𝛼 + 8𝛼2)𝜆3 

+4(1 + 𝛼)𝜆4 − 2𝛼(1 + 𝛼)𝜆5 + 𝑏(32 − 4𝜆2 + 𝛼𝜆3))(4𝑏2(2 + 

𝛼)𝜆(−8 + 𝜆2) + 4𝑏2𝜆(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(−16(1636 + 

721𝛼)𝜆 + 4(1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆3 − 12(50 + 105𝛼 + 

59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆5 + 16(1 + 𝛼)3𝜆7) + 𝑏𝜆(2𝛼3𝜆5 + 4𝛼3𝜆3(−4 + 

𝜆2) − 16(−48𝜆 + 4𝜆3) + 2𝛼2𝜆2(−40𝜆 + 4𝜆3) + 4𝛼2𝜆(64 

−20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(1024𝜆 − 208𝜆3 + 6𝜆5)) + 𝑏(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) 

−16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 

+512𝜆2 −52𝜆4 + 𝜆6)))(𝑎 − 𝑡
_

)) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)⁄ (−16 + (2 + 

𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 

376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 

𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 

+𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))2 + (4𝜆(−16 + (1 + 

𝛼)𝜆2)(64 + 2𝑏(2 + 𝛼)𝜆 + 2(46 + 15𝛼)𝜆 − 12(1 + 𝛼)𝜆2 − 8(1 

+𝛼)𝜆3)(𝑎 − 𝑡
_

)) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) −⁄ 2(28800 

−8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 

105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) 

−16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 

+512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6))) − (2(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)(−128(1 + 𝛼) 

−8(23 + 8𝛼)𝜆 + 3(8 + 47𝛼 + 8𝛼2)𝜆2 + 16(1 + 𝛼)𝜆3 − 10𝛼(1 

+𝛼)𝜆4 + 𝑏(−8𝜆 + 3𝛼𝜆2))(𝑎 − 𝑡
_

))/(2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 
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+𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 

376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) 

+𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 

20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6))) + (8(1 + 𝛼) 

𝜆2(−240 + 64𝜆 + (46 + 15𝛼)𝜆2 − 4(1 + 𝛼)𝜆3 − 2(1 + 𝛼)𝜆4 

+𝑏(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2))(𝑎 − 𝑡
_

)) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)⁄ (−16 + (2 + 

𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 

376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 

𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 

+𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6))) + (4(−16 + (1 + 𝛼) 

𝜆2)(−240 + 64𝜆 + (46 + 15𝛼)𝜆2 − 4(1 + 𝛼)𝜆3 − 2(1 + 𝛼)𝜆4 

+ 𝑏(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2))(𝑎 − 𝑡
_

)) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)⁄ (−16 + (2 + 

𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 

376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 

𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 

+𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6))) − (4(1 + 𝛼)𝜆(480 

−128(1 + 𝛼)𝜆 − 4(23 + 8𝛼)𝜆2 + (8 + 47𝛼 + 8𝛼2)𝜆3 + 4(1 + 

𝛼)𝜆4 − 2𝛼(1 + 𝛼)𝜆5 + 𝑏(32 − 4𝜆2 + 𝛼𝜆3))(𝑎 − 𝑡
_

))/(2𝑏2(−8 

+𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + 

(1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 

+2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) 

+2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6))) 

∂𝑞𝑖

∂𝜆
  

−((2(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)(480 − 128(1 + 𝛼)𝜆 − 4(23 + 8𝛼)𝜆2 

+(8 + 47𝛼 + 8𝛼2)𝜆3 + 4(1 + 𝛼)𝜆4 − 2𝛼(1 + 𝛼)𝜆5 + 𝑏(32 − 

4𝜆2 + 𝛼𝜆3))(4𝑏2(2 + 𝛼)𝜆(−8 + 𝜆2) + 4𝑏2𝜆(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) 

−2(−16(1636 + 721𝛼)𝜆 + 4(1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆3 − 

12(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆5 + 16(1 + 𝛼)3𝜆7) + 𝑏𝜆(2𝛼3𝜆5 

+4𝛼3𝜆3(−4 + 𝜆2) − 16(−48𝜆 + 4𝜆3) + 2𝛼2𝜆2(−40𝜆 + 4𝜆3) 

+4𝛼2𝜆(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(1024𝜆 − 208𝜆3 + 6𝜆5)) + 𝑏 

(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 

𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))(𝑎 − 𝑡
_

))/(2𝑏2(−8 + 

𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + 

(1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 

+2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 

2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))2) 

+(2(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)(−128(1 + 𝛼) − 8(23 + 8𝛼)𝜆 + 3(8 + 

47𝛼 + 8𝛼2)𝜆2 + 16(1 + 𝛼)𝜆3 − 10𝛼(1 + 𝛼)𝜆4 + 𝑏(−8𝜆 + 

3𝛼𝜆2)) (𝑎 − 𝑡
_

)) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) −⁄ 2(28800 
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−8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 

105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) 

−16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 

+512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6))) + (4(1 + 𝛼)𝜆(480 − 128(1 + 𝛼)𝜆 − 4 

(23 + 8𝛼)𝜆2 + (8 + 47𝛼 + 8𝛼2)𝜆3 + 4(1 + 𝛼)𝜆4 − 2𝛼(1 + 𝛼) 

𝜆5 + 𝑏(32 − 4𝜆2 + 𝛼𝜆3))(𝑎 − 𝑡
_

)) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2⁄  

+𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 

376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) 

+𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 

20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6))) 

∂𝑤𝑖

∂𝜆
  

(𝑎(4𝑏2(2 + 𝛼)𝜆(−8 + 𝜆2) + 4𝑏2𝜆(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(512 

(−7 + 8𝛼) − 16(892 + 473𝛼)𝜆 − 96(−45 + 33𝛼 + 16𝛼2)𝜆2 + 

4(1226 + 1569𝛼 + 312𝛼2)𝜆3 + 20(−35 − 3𝛼 + 36𝛼2 + 

4𝛼3)𝜆4 − 12(42 + 89𝛼 + 51𝛼2 + 4𝛼3)𝜆5 − 28(−1 + 𝛼) 

(1 + 𝛼)2𝜆6 + 16(1 + 𝛼)3𝜆7) + 𝑏(−2 + 𝜆)(𝛼3𝜆5 + 5𝛼3𝜆4(2 + 

𝜆) + 2𝛼2𝜆3(−16 + 4𝜆 + 3𝜆2) + 6𝛼2𝜆2(−32 − 16𝜆 + 2𝜆2 + 𝜆3) 

−8(−48𝜆 + 4𝜆3) + 𝛼𝜆(320 − 128𝜆 − 120𝜆2 + 8𝜆3 + 5𝜆4) + 

𝛼(512 + 320𝜆 − 64𝜆2 − 40𝜆3 + 2𝜆4 + 𝜆5)) + 𝑏(𝛼3𝜆5(2 + 𝜆) + 

2𝛼2𝜆3(−32 − 16𝜆 + 2𝜆2 + 𝜆3) − 8(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼𝜆( 

512 + 320𝜆 − 64𝜆2 − 40𝜆3 + 2𝜆4 + 𝜆5))) − 8(2 + 𝜆)(−16 + 

(1 + 𝛼)𝜆2)(32(1 + 𝛼) + 2𝑏𝜆 + 2(23 − 8𝛼)𝜆 − 6(1 + 𝛼)2𝜆2 

+4(−1 + 𝛼2)𝜆3)𝑡
_

− 16(1 + 𝛼)𝜆(2 + 𝜆)(−120 + 32(1 + 𝛼)𝜆 

+(23 − 8𝛼)𝜆2 − 2(1 + 𝛼)2𝜆3 + (−1 + 𝛼2)𝜆4 + 𝑏(−8 + 𝜆2))𝑡
_

 

−8(−16 + (1 + 𝛼)𝜆2)(−120 + 32(1 + 𝛼)𝜆 + (23 − 8𝛼)𝜆2 − 

2(1 + 𝛼)2𝜆3 + (−1 + 𝛼2)𝜆4 + 𝑏(−8 + 𝜆2))𝑡
_

)/(2𝑏2(−8 + 𝜆2) 

(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 

+2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2 

(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 

2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6))) 

−((4𝑏2(2 + 𝛼)𝜆(−8 + 𝜆2) + 4𝑏2𝜆(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(−16 

(1636 + 721𝛼)𝜆 + 4(1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆3 − 12(50 + 

105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆5 + 16(1 + 𝛼)3𝜆7) + 𝑏𝜆(2𝛼3𝜆5 + 4𝛼3𝜆3 

(−4 + 𝜆2) − 16(−48𝜆 + 4𝜆3) + 2𝛼2𝜆2(−40𝜆 + 4𝜆3) + 4𝛼2𝜆 

(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(1024𝜆 − 208𝜆3 + 6𝜆5)) + 𝑏(𝛼3𝜆4(−4 + 

𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼( 

−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))(𝑎(2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 

𝛼)𝜆2) − 2(13440 + 512(−7 + 8𝛼)𝜆 − 8(892 + 473𝛼)𝜆2 − 32 

(−45 + 33𝛼 + 16𝛼2)𝜆3 + (1226 + 1569𝛼 + 312𝛼2)𝜆4 + 4( 
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−35 − 3𝛼 + 36𝛼2 + 4𝛼3)𝜆5 − 2(42 + 89𝛼 + 51𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 − 

4(−1 + 𝛼)(1 + 𝛼)2𝜆7 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏(−2 + 𝜆)(𝛼3𝜆5(2 + 

𝜆) + 2𝛼2𝜆3(−32 − 16𝜆 + 2𝜆2 + 𝜆3) − 8(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 

𝛼𝜆(512 + 320𝜆 − 64𝜆2 − 40𝜆3 + 2𝜆4 + 𝜆5))) − 8(2 + 𝜆)(−16 

+(1 + 𝛼)𝜆2)(−120 + 32(1 + 𝛼)𝜆 + (23 − 8𝛼)𝜆2 − 2 

(1 + 𝛼)2𝜆3 +(−1 + 𝛼2)𝜆4 + 𝑏(−8 + 𝜆2))𝑡
_

)) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)⁄  

(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 

+2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 

2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 

2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))2 

∂𝑥𝑖

∂𝜆
  

((3840 − 1024(1 + 𝛼)𝜆 − 16(76 + 31𝛼)𝜆2 + 64(3 + 7𝛼 + 

2𝛼2)𝜆3 + 2(62 + 71𝛼 + 8𝛼2)𝜆4 − 4(2 + 11𝛼 + 10𝛼2 + 𝛼3)𝜆5 

−4(1 + 𝛼)2𝜆6 + 𝛼(1 + 𝛼)2𝜆7 + 2𝑏(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼) 

𝜆2))(4𝑏2(2 + 𝛼)𝜆(−8 + 𝜆2) + 4𝑏2𝜆(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 

2(−16(1636 + 721𝛼)𝜆 + 4(1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆3 − 12 

(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆5 + 16(1 + 𝛼)3𝜆7) + 𝑏𝜆(2𝛼3𝜆5 

+4𝛼3𝜆3(−4 + 𝜆2) − 16(−48𝜆 + 4𝜆3) + 2𝛼2𝜆2(−40𝜆 + 4𝜆3) 

+4𝛼2𝜆(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(1024𝜆 − 208𝜆3 + 6𝜆5)) + 𝑏 

(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 

+𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6)))(𝑎 − 𝑡
_

))/(2𝑏2(−8 

+𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + 

(1794 + 2201𝛼 + 376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 

+2(1 + 𝛼)3𝜆8) + 𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) 

+2𝛼2𝜆2(64 − 20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 

𝜆6)))2 − ((−1024(1 + 𝛼) − 32(76 + 31𝛼)𝜆 + 192(3 + 7𝛼 + 

2𝛼2)𝜆2 + 8(62 + 71𝛼 + 8𝛼2)𝜆3 − 20(2 + 11𝛼 + 10𝛼2 + 𝛼3) 

𝜆4 − 24(1 + 𝛼)2𝜆5 + 7𝛼(1 + 𝛼)2𝜆6 + 4𝑏(2 + 𝛼)𝜆(−8 + 𝜆2) + 

4𝑏𝜆 (−16 + (2 + 𝛼)𝜆2))(𝑎 − 𝑡
_

)) (2𝑏2(−8 + 𝜆2)(−16 + (2 + 𝛼)⁄  

𝜆2) − 2(28800 − 8(1636 + 721𝛼)𝜆2 + (1794 + 2201𝛼 + 

376𝛼2)𝜆4 − 2(50 + 105𝛼 + 59𝛼2 + 4𝛼3)𝜆6 + 2(1 + 𝛼)3𝜆8) 

+𝑏𝜆(𝛼3𝜆4(−4 + 𝜆2) − 16(128 − 24𝜆2 + 𝜆4) + 2𝛼2𝜆2(64 − 

20𝜆2 + 𝜆4) + 𝛼(−1024 + 512𝜆2 − 52𝜆4 + 𝜆6))) 
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