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摘 要

本篇論文先討論常用的競爭-擴散系統進行物種競爭的研究，藉由三物

種(u,v,w)的行波方程式，將u = 0(或v = 0)建構出(v,w)(或(u,w))兩物種競

爭系統的行波解，黏出三物種的情況。

利用matlab做數值分析，在不同的影響因素下，探討其三物種生存空間

的分布，並探討其不穩定性的行為。
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1 導導導論論論

在生態學中，學者們常使用競爭-擴散系統(competition-diffusion sys-

tems) 進行物種競爭的研究。一個典型的模型如下:


ut = uxx + u(1− u− c12v − c13w) ,

vt = dvvxx + v(r2 − c21u− v − c23w) , t > 0, x ∈ R

wt = dwwxx + w(r3 − c31u− c32v − w) .

(1.1)

其中(u, v, w)為空間位置x和時間t時的三物種的密度，且dv,dw為擴散

率(空間中的移動能力)。ri > 0 (i = 2,3)為固有成長率，cij > 0 (i 6= j)物

中之間的競爭率。，正如文獻[2]所表示，我們的研究在於動機上，討論

當兩個競爭激烈的物種(u和v)被第三物種(w)入侵所產生共存(competition-

mediated coexistence)的可能性，也就是第三物種是如何影響兩原生物

種。

考慮(1.1)無擴散係數的模型:


ut = u(r1 − a1u− c12v − c13w) ,

vt = v(r2 − c21u− a2v − c23w) , t > 0

wt = w(r3 − c31u− c32v − a3w) .

(1.2)

依據[2]，我們在無擴散系統中的ri、ai和cij (i 6= j, i, j = 1, 2, 3)中加入

一些假設:

(A-1)
1

c21
<
r1
r2
<
c12
1

, 這表示在沒有w的情況下，u和v競爭強烈，可以

推到u和v之間會發生競爭排斥(competitive exclusion)。

(A-2)
1

c32
<
c23
1

<
r2
r3

,這表示在沒有u的情況下，v會生存，而w會滅

絕。
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(A-3)
1

c13
<
r3
r1
<
c31
1

,這表示在沒有v的情況下，u和w競爭激烈。

(A-4) (1.2)沒有正的平衡點，或是有不穩定正的平衡點。

在(A-1)，(A-2)，(A-3)和(A-4)下，可以找到(1.2)的穩定平衡點為( r1
a1
, 0, 0)

和(0, r2
a2
, 0)，且其它平衡點皆為不穩定。根據[2]的結果，在(u,v,w)系

統中，w是弱小的，最後w會退出(u,v,w)系統，所以不會發生競爭調

和(competition-mediated)或是共存。

在本篇文章中，我們考慮參數(ri,cij)滿足不同於[2]的假設(見(2.2)，(2.5)，

(2.7))，我們將先探討兩物種行波解弱交互作用(weak interaction)(參

考[2])，根據Lotka − V olterra三物種競爭-擴散系統(1.1)，本論文的目

的為利用數值檢驗[1]構造的行波解是否穩定?

根據文獻[1]建構出以下三物種的行波解。

我們引入moving coordinates,

(u, v, w)(x, t) = (u, v, w)(x− ct)

則(1.1)可轉換成
u
′′

+ cu
′
+ u(1− u− c12v − c13w) = 0 ,

dvv
′′

+ cv
′
+ v(r2 − c21u− v − c23w) = 0 ,

dww
′′

+ cw
′
+ w(r3 − c31u− c32v − w) = 0 ,

(1.3)

並滿足邊界條件：

(u, v, w)(−∞) = (0, r2, 0) , (u, v, w)(+∞) = (1, 0, 0) . (1.4)

我們預期(1.3)，(1.4)可提供兩個fornt，一個pluse的波型(如圖1.1) 而影響

其行為的因素有(1)擴散率，(2)cij，(3)行波解速度(traveling speed)。
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Figure 1.1: (1.1)行波解的輪廓，其中u為波前(front)、v為波後(back)、w為
脈衝波(pulse)

在探討三物種的行波解前，先瞭解兩物種的物種競爭擴散行為，根據

Lotka− V olterra 兩物種競爭-擴散系統


∂φ

∂t
=

∂2φ

∂x2
+ φ(1− φ− cψ) ,

∂ψ

∂t
= d

∂2ψ

∂x2
+ ψ(a− bφ− ψ) ,

(1.5)

其中φ的擴散率、固有成長率和內部競爭率皆為1，ψ對φ的傷害為c。ψ的

擴散率為d，固有成長率為a，內部競爭率為1，φ對ψ的傷害率為b，其

中a、b、c和d皆為正數且(φ,ψ)(x,0)≥0。我們考慮(1.5)的行波解(φ,ψ)(x,t)=

(φ,ψ)(z)，其中z = x− θt、θ為傳播速率，改寫(1.5)方程為
0 =

d2φ

dz2
+ θ

dφ

dz
+ φ(1− φ− cψ) ,

0 =
d2ψ

dz2
+ θ

dψ

dz
+ ψ(a− bφ− ψ) ,

(1.6)

考慮(1.6)的邊界條件

(φ, ψ)(−∞) = (0, a) , (φ, ψ)(+∞) = (1, 0) , (1.7)
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根據Rodrigo和Mimura [6]的理論可以找到(1.6)的行波解(φ,ψ)使得a, b, c滿

足雙穩態條件。

本文結構如下：第二節我們考慮兩個物種的行波解，利用[6]的公式

得出(u,w)和(v,w)有相同速度的條件，在第三節我們回顧弱交互作用的結

果(見[1])。第四節藉由matlab做數值分析，改變其影響因素，觀察三物種

競爭模型是否有穩定的行波解形成。
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2 兩兩兩物物物種種種行行行波波波交交交互互互作作作用用用

文獻[1]用兩物種的行波解去”黏”(gluing bifurcation)出三物種的行波解，及

兩物種行波解”弱交互作用”。

根據Ei [3]的定理，我們定義兩物種(v,w)和(u,w)之間當t = 0時距離很遠

時，在t > 0後的互相影響，稱為弱交互作用。

首先我們考慮(1.3)，如果u ≡ 0，則(1.3)變為兩物種(v,w)的行波方程式:

{
dvv

′′
+ cv

′
+ v(r2 − v − c23w) ,

dww
′′

+ cw′ + w(r3 − c32v − w) ,
(2.1)

由 Kan-on [5]的結果，固定dv和dw，如果

1

c32
<
r2
r3
< c23 , (2.2)

則存在兩物種行波解(v0,wL)，速度為c1，滿足邊界條件

(v0, wL)(−∞) = (r2, 0) , (v0, wL)(+∞) = (0, r3) . (2.3)

如果v ≡ 0，我們也可以由(1.3)推導出兩物種(u,w)的行波方程式：

{
u
′′

+ cu
′
+ u(1− u− c13w) = 0 ,

dww
′′

+ cw′ + w(r3 − c31u− w) = 0 ,
(2.4)

固定dw，如果

1

c13
< r3 < c31 , (2.5)

則存在兩物種行波解(u0,wR)，速度為c2，滿足邊界條件
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(u0, wR)(−∞) = (0, r3) , (u0, wR)(+∞) = (1, 0) . (2.6)

根據(1.6)和(1.7)的假設可以推導出存在兩物種行波解(v0,wL)和(u0, wR)。

我們加強一些參數的條件，考慮u與v滿足強競爭作用的假設

1

c12
< r2 < c21 . (2.7)

令

P1 = (0, r2, 0) , P2 = (0, 0, r2) , P3 = (1, 0, 0) .

根據這些條件，我們有以下的結果。

Proposition 2.1. 利用文獻[5]的結果(1)當c32,r2,c23,r3滿足(2.2)，(1.1)有trivial三

物種行波解Φ1(z) := (0, v0, wL)(z)滿足(2.3)，速度為c1，且

Φ1(−∞) = P1 , Φ1(+∞) = P2 . (2.8)

(2)當c13,r3,c31滿足(2.5)，(1.1)有trivial三物種行波解Φ2(z) := (u0, 0, wR)(z)滿

足(2.6)，速度c2，且

Φ2(−∞) = P2 , Φ2(+∞) = P3 . (2.9)

其中trivial是指(1.1)的解之中有一個分量為0。

我們探討Φ1和Φ2之間的弱交互作用的重要條件是Φ1和Φ2有相同的速

度c0(見[3])。從兩物種的行波解和Lotka− V olterra兩物種競爭擴散系統，

我們可以給定參數 (ri,cij)使得c1 = c2 , c0。
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Proposition 2.2. 給定dv和dw，經過運算可以得到

當 c0 = 0 , r2 = dv , r3 = dw , c31 = 5dw ,

c32 = 5
dw
dv

, c23 = 5
dv
dw

, c13 =
5

dw
,

且對任意的 c12 , c21 滿足 c21 > 2dv , c12 >
2

dv
,

可分別得到

Φ1(z) =

 0
v0
wL

 (z) =


0

dv
4

(
1− tanh

z

2

)2
dw
4

(
1 + tanh

z

2

)2

 , (2.10)

Φ2(z) =

 u0
0
wR

 (z) =


1

4

(
1 + tanh

z

2

)2
0

dw
4

(
1− tanh

z

2

)2

 (2.11)

滿足(2.8)和(2.9)。

證證證明明明 根據兩物種(V,W )行波方程，可知(v0,wL)滿足(2.1)：

{
dvv

′′
0 + c1v

′
0 + v0(r2 − v0 − c23wL) = 0 ,

dww
′′
L + c1w

′
L + wL(r3 − c32v0 − wL) = 0 .

(2.12)

為了使用[6]的方程(1.6)，令v0(z) = PV (qz)，wL(z) = rW (qz)，其中qz =

y，而P, r, q為待定之常數，則

(V,W )(−∞) =
(r2
P
, 0
)

, (V,W )(+∞) =
(

0,
r3
r

)
,
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v
′

0(z) = PqV̇ , v
′′

0 (z) = Pq2V̈ , (2.13)

w
′

L(z) = rqẆ , w
′′

L(z) = rq2Ẅ . (2.14)

將(2.13)和(2.14)帶入(2.12)得，

dwrq
2Ẅ + c1rqẆ + rW (r3 − c32PV − rW ) = 0 (2.15)

dvPq
2V̈ + c1PqV̇ + PV (r2 − PV − c23rW ) = 0 (2.16)

將(2.15)除 dwrq
2 得

Ẅ +
c1
dwq

Ẇ +W (
r3
dwq2

− r

dwq2
W − c32P

dwq2
V ) = 0 (2.17)

為了使
r3
dwq2

= 1 ⇒ q2 =
r3
dw
⇒ q =

√
r3
dw
，且

r

dwq2
= 1 ⇒

r = dwq
2 =dw

r3
dw
⇒ r = r3，所以

c1
dwq

=
c1

dw
√

r3
dw

=
c1√
dwr3

。

將(2.16)除以P得

dvq
2

P
V̈ +

c1q

P
V̇ + V (

r2
P
− c23r

P
W − V ) = 0 (2.18)

比較(2.15)的Ẇ項和(2.16)的V̇項，得
c1q

P
=

c1
dwq

⇒ P = dwq
2 = dw

r3
dw

=

r3 ，所以P = r3 = r，q =

√
r3
dw
，

v0(z) = PV (qz) = r3V

(√
r3
dw
z

)
(2.19)

wL(z) = rW (qz) = r3W

(√
r3
dw
z

)
(2.20)
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且
P

dwq2
=

r3
dw

r3
dw

= 1，
dvq

2

P
=
dv
r3
· r3
dw
，將(2.17)和(2.18)改寫為

Ẅ +
c1√
dwr3

Ẇ +W (1−W − c32V ) = 0 ,

dv
dw
V̈ +

c1√
r3dw

V̇ + V

(
r2
r3
− c23W − V

)
= 0 ,

(2.21)

因為在[6]之中，方程的形式為{
U
′′

+ sU
′
+ U(1− U − cV ) = 0 ,

dV
′′

+ sV
′
+ V (a− bU − V ) = 0 .

(2.22)

比較(2.21)和(2.22)可得

c = c32 , s =
c1√
dwr3

, a =
r2
r3

, b = c23 . (2.23)

由[6]，當

b = 5 + 5a− ac , d =
5 + 6a− ac

1 + ac
, s =

−5 + ac√
6 + 6ac

,

可得到

U(z) =
1

4

[
1 + tanh

(√
1 + ac

2
√

6
z

)]2
,

V (z) =
a

4

[
1− tanh

(√
1 + ac

2
√

6
z

)]2
.

(2.24)

由(2.23)可得，

b = 5 + 5
r2
r3
− r2
r3
c32 =

5r3 + 5r2 − c32r2
r3

,

d =
5 + 6 r2

r3
− r2

r3
c32

1 + r2
r3
c32

=
5r3 + 6r2 − r2c32

r3 + r2c32
=
dv
dw

,

s =
−5 + r2

r3
c32√

6 + 6 r2
r3
c32

=
−5r3 + r2c32√
6r23 + 6r2r3c32

,
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代入(2.24)可得
W (z) =

1

4

[
1 + tanh

(√
1 + ac

2
√

6
z

)]2
=

1

4

[
1 + tanh

(√
r3 + r2c32
2
√

6r3
z

)]2
,

V (z) =
a

4

[
1− tanh

(√
1 + ac

2
√

6
z

)]2
=

r2
4r3

[
1− tanh

(√
r3 + r2c32
2
√

6r3
z

)]2
.

(2.25)

由(2.9)，(2.20)，
wL = rW (qz) =

r3
4

[
1 + tanh

(√
r3 + r2c32
2
√

6r3

√
r3
dw
z

)]2
,

v0 = PV (qz) =
r2
4

[
1− tanh

(√
r3 + r2c32
2
√

6r3

√
r3
dw
z

)]2
.

(2.26)

用相同方法，因為(u0,wR)滿足(2.4) :{
u
′′

0 + c2u
′

0 + u0(1− u0 − c13wR) = 0 ,

dww
′′

R + c2w
′

R + wR(r3 − c31u0 − wR) = 0 ,
(2.27)

(u0, wR)(−∞) = (0, r3) , (u0, wR)(∞) = (1, 0) ,

和(2.22)比較，可得到

d =
5 + 6r3 − r3c13

1 + r3c13
= dw ,

b = 5 + 5r3 − r3c13 = c31 ,

s =
−5 + r3c13√

6 + 6r3c13
= c2 .

代入(2.24)，可得
U(z) = u0 =

1

4

[
1 + tanh

(√
1 + ac

2
√

6
z

)]2
=

1

4

[
1 + tanh

(√
1 + r3c13

2
√

6
z

)]2
,

V (z) = wR =
a

4

[
1− tanh

(√
1 + ac

2
√

6
z

)]2
=
r3
4

[
1− tanh

(√
1 + r3c13

2
√

6
z

)]2
.

(2.28)
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假設c1 = c2 = 0，則(
−5r3 + r2c32√
6r23 + 6r2r3c32

)√
dwr3 =

−5 + r3c13√
6 + 6r3c13

= 0 , (2.29)

令k = r2c32，h = r3c13，由(2.29)可得(
−5r3 + k√
6r23 + 6r3k

)√
dwr3 = 0 , (2.30)

−5 + h√
6 + 6h

= 0 , (2.31)

dv
dw

=
5r3 + 6r2 − r2c32

r3 + r2c32
=

5r3 + 6r2 − k
r3 + k

, (2.32)

dw =
5 + 6r3 − r3c13

1 + r3c13
=

5 + 6r3 − h
1 + h

, (2.33)

由(2.31)知h = 5，由(2.30)知k = 5r3，並將它代回(2.32)和(2.33)，可得：

dv
dw

=
5r3 + 6r2 − 5r3

r3 + 5r3
=
r2
r3

, (2.34)

dw =
5 + 6r3 − 5

1 + 5
= r3 , (2.35)

將(2.35)代入(2.34)得
dv
r3

=
r2
r3
⇒ dv = r2，所以

k = r2c32 ⇒ c32 =
5dw
dv

,

h = r3c13 ⇒ c13 =
5

dw
,

c23 =
5r3 + 5r2 − c32r2

r3
=

5dw + 5dv − 5dw
dw

=
5dv
dw

,

c31 = 5 + 5r3 − r3c13 = 5 + 5dw − 5 = 5dw ,
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v0 =
r2
4

[
1− tanh

(√
r3 + r2c32
2
√

6r3
×
√
r3
dw
z

)]2
=

dv
4

[
1− tanh

(z
2

)]2
,

wL =
r3
4

[
1 + tanh

(√
r3 + r2c32
2
√

6r3
×
√
r3
dw
z

)]2

=
dw
4

[
1 + tanh

(√
dw + 5dw

2
√

6dw
z

)]2
=

dw
4

[
1 + tanh

(z
2

)]2
,

u0 =
1

4

[
1 + tanh

(√
1 + r3c13

2
√

6
z

)]2

=
1

4

[
1 + tanh

(
1

2
z

)]2
,

wR =
r3
4

[
1− tanh

(√
1 + r3c13

2
√

6
z

)]2
=

dw
4

[
1− tanh

(z
2

)]2
,

分別可得到(2.10)和(2.11)。

以下證明c21 > 2dv，c12 >
2

dv
：

根據[1]，將(1.3)對P1(0, r2, 0)作線性化，可得到特徵方程式(characteristic

polynomials)： 
α2 + c0α + 1− c12r2 = 0 ,
dvα

2 + c0α− r2 = 0 ,
dwα

2 + c0α + r3 − c32r2 = 0 ,
(2.36)
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分別可得特徵解

λ1,±u :=
−c0 ±

√
c20 − 4(1− c12r2)

2
,

λ1,±v :=
−c0 ±

√
c20 + 4dvr2

2dv
,

λ1,±w :=
−c0 ±

√
c20 − 4dw(r3 − c32r2)

2dw
,

(2.37)

且我們需要λ1,−u < max{λ1,−v , λ1,−w } < 0 < min{λ1,+v , λ1,+w } < λ1,+u (見[1])：

(1) 因為λ1,−u < λ1,−w (同理，λ1,+w < λ1,+u )，由特徵方程解得

−c0 −
√
c20 − 4(1− c12r2)

2
<
−c0 −

√
c20 − 4dw(r3 − c32r2)

2dw

⇒ −
√
−4(1−c12dv)

2
<

−
√
−4dw(dw−5dw)

2dw

⇒
√

4(c12dv − 1) > 4 ⇒ c12dv − 1 > 4

⇒ c12 >
5

dv

(2) 因為λ1,−u < λ1,−v (同理，λ1,+v < λ1,+u )，由特徵方程解得

−c0 −
√
c20 − 4(1− c12r2)

2
<
−c0 −

√
c20 + 4dvr2

2dv

⇒ −
√
c12r2 − 1 <

−√r2√
dv

⇒ c12r2 − 1 >
r2
dv
⇒ c12 >

1

r2

(
1 +

r2
dv

)
=

2

dv

⇒ c12 >
5

dv

由(1)、(2)可得c12 >
2

dv
。
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將P3 = (1, 0, 0)帶入(1.3)線性化方程，可得特徵方程式：
α2 + c0α− 1 = 0 ,

dvα
2 + c0α + r2 − c21 = 0 ,

dwα
2 + c0α + r3 − c31 = 0 ,

(2.38)

分別可得特徵解

λ3,±u :=
−c0 ±

√
c20 + 4

2
,

λ3,±v :=
−c0 ±

√
c20 − 4dv(r2 − c21)

2dv
,

λ3,±w :=
−c0 ±

√
c20 − 4dw(r3 − c31)

2dw
,

(2.39)

且λ3,−v < max{λ3,−u , λ3,−w }, λ3,−u 6= λ3,−w ,min{λ3,+u , λ3,+w } < λ3,+v , λ3,+u 6= λ3,+w

(見[1])：

(3) 說明λ3,−v < λ3,−u (同理，λ3,+u < λ3,+v )

−c0 −
√
c20 + 4dv(c21 − r2)

2dv
<
−c0 −

√
c20 + 4

2

⇒
−
√

4dv(c21 − dv)
dv

< − 2 ⇒ 4(c21 − dv)
dv

> 4

⇒ c21 − dv > dv ⇒ c21 > 2dv

(4) 說明λ3,−v < λ3,−w (同理，λ3,+w < λ3,+v )

−c0 −
√
c20 − 4dv(r2 − c21)

2dv
<
−c0 −

√
c20 − 4dw(r3 − c31)

2dw

⇒
−
√
−4dv(dv − c21)

2dv
<
−
√
−4dw(−4dw)

2dw
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⇒ dw
√
−4dv(dv − c21) > dv

√
16d2w

⇒ d2w(4dvc21 − 4d2v) > 16d2vd
2
w ⇒ c21 − dv > 4dv

⇒ c21 > 5dv

由(3)、(4)可得c21 > 2dv。

Proposition 2.3. 假設dv = dw = 1，經過運算可以得到

當r3 = α (α >
1

3
) , c0 =

α− 1√
2(α + 1)

, r2 = A(α) =
α(3α− 1)

α + 1
,

c31 = 3 + 2α , c32 = 3 +
2α

A(α)
, c23 = 3 + 2

A(α)

α
, c13 = 3 +

2

α
, 且

對任意的 c12 , c21 滿足

c12 >
1

A(α)
+max

{
1,

1

A(α)(3α + 1)

}
, c21 > A(α)+max

{
1,

A2(α)

3α + A(α)

}
分別可得到

Φ1(z) =

 0
v0
wL

 (z) =



0

A(α)

4

(
1− tanh

√
A(α) + α

8
z

)2

α

4

(
1 + tanh

√
A(α) + α

8
z

)2


(2.40)
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Φ2(z) =

 u0
0
wR

 (z) =



1

4

(
1 + tanh

√
1 + α

8
z

)2

0

α

4

(
1− tanh

√
1 + α

8
z

)2


(2.41)

滿足(2.8)和(2.9)

根據以上的結果，在一個非空集合內，可以知道存在有相同速

度c0的Φ1和Φ2。

證證證明明明 根據Proposition 2.2 的證明，假設dv = dw = 1，且c1 = c2，可得

dw =
5 + 6r3 − r3c13

1 + r3c13
= 1 , (2.42)

dv
dw

=
5r3 + 6r2 − r2c32

r3 + r2c32
= 1 , (2.43)

c1 =
−5r3 + r2c32√
6r23 + 6r2r3c32

×
√
dwr3 =

−5 + r3c13√
6 + 6r3c13

, (2.44)

令r3c13 = k，r2c32 = h，r3 = α，由(2.43)可得

5α + 6r2 − h
α + h

= 1⇒ h = 2α + 3r2 , (2.45)

因此

r2c32 = 2α + 3r2 , (2.46)

由(2.42)可得

5 + 6α− k
1 + k

= 1⇒ k = 2 + 3α , (2.47)
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因此

r3c13 = 2 + 3α , (2.48)

將(2.48)代回(2.44)

−3α + 3r2√
18α2 + 18αr2

×
√
α =

−3 + 3α√
18 + 18α

,

兩邊同時平方可得

(−3α + 3r2)
2α

18α2 + 18αr2
=

(−3 + 3α)2

18 + 18α
,

(α3 − 2α2r2 + αr22)(1 + α) = (α2 − 2α + 1)(α2 + αr2) ,

α(1 + α)r22 − α(3α2 + 1)r2 + α2(3α− 1) = 0 ,

[(1 + α)r2 − α(3α− 1)](r2 − 1) = 0 ,

r2 =
α(3α− 1)

1 + α
, r2 = 1(不合) .

令r2 = A(α) =
α(3α− 1)

1 + α
,得

s = c1 = c2 =
−5 + (2 + 3α)√

6 + 6(2 + 3α)
=

α− 1√
2(α + 1)

,

由(2.48)可知r3c13 = 2 + 3α ⇒ c13 =
2 + 3α

α
= 3 +

2

α
,

由(2.46)可知r2c32 = 2α + 3r2 ⇒ c32 =
2α

r2
+ 3 =

2α

A(α)
+ 3 ,

c31 = 5 + 5r3 − r3c13 = 5 + 5α− (2 + 3α) = 3 + 2α ,

c23 =
5r3 + 5r2 − c32r2

r3
=

5α + 5A(α)− (2α + 3A(α))

α

=
3α + 2A(α)

α
= 3 +

2A(α)

α
.
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v0 =
r2
4

[
1− tanh

(√
r3 + r2c32
2
√

6r3
qz

)]2

=
A(α)

4

[
1− tanh

(√
α + 2α + 3A(α)

2
√

6α
×
√
α

1
z

)]2

=
A(α)

4

[
1− tanh

(√
α + A(α)

8
z

)]2
,

wL =
r3
4

[
1 + tanh

(√
r3 + r2c32
2
√

6r3
qz

)]2

=
α

4

[
1 + tanh

(√
α + 2α + 3A(α)

2
√

6α
×
√
α

1
z

)]2

=
α

4

[
1 + tanh

(√
α + A(α)

8
z

)]2
,

u0 =
1

4

[
1 + tanh

(√
1 + r3c13

2
√

6
z

)]2

=
1

4

[
1 + tanh

(√
1 + 2 + 3α√

24
z

)]2

=
1

4

[
1 + tanh

(√
1 + α

8
z

)]2
,

wR =
r3
4

[
1− tanh

(√
1 + r3c13

2
√

6
z

)]2

=
α

4

[
1− tanh

(√
1 + 2 + 3α√

24
z

)]2

=
α

4

[
1− tanh

(√
1 + α

8
z

)]2
.
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分別得到(2.40)和(2.41)。

以下證明c12 >
1

A(α)
+ 1，c21 > A(α) + 1：

由(2.36)、(2.37)和λ1,−u < max{λ1,−v , λ1,−w } < 0 < min{λ1,+v , λ1,+w } < λ1,+u ：

(1) 因為λ1,−u < λ1,−w (同理，λ1,+u < λ1,+w )，由特徵方程解得

−c0 −
√
c20 − 4(1− c12r2)

2
<
−c0 −

√
c20 − 4dw(r3 − c32r2)

2dw
,

⇒ c20 − 4(1− c12r2) > c20 − 4dw(r3 − c32r2) ,

⇒ 1− c12A(α) < α− (3 + 2α
A(α)

)A(α) ,

⇒ 1− c12A(α) < α− 3A(α)− 2α ,

⇒ c12A(α) > 3A(α) + α + 1 ⇒ c12 >
3A(α) + α + 1

A(α)
,

(2) 因為λ1,−u < λ1,−v (同理，λ1,+u < λ1,+v ) ，由特徵方程解得

−c0 −
√
c20 + 4(c12r2 − 1)

2
<
−c0 −

√
c20 + 4dvr2

2dv
,

⇒ c20 + 4(c12r2 − 1) > c20 + 4r2 ,

⇒ c12A(α)− 1 > A(α) ⇒ c12 >
A(α) + 1

A(α)
=

1

A(α)
+ 1 .

比較(1)、(2)且
3A(α) + α + 1

A(α)
>

1

A(α)
+ 1，所以c12 >

1

A(α)
+ 1。

由(2.37)、(2.38)和λ3,−v < max{λ3,−u , λ3,−w } , λ3,−u 6= λ3,−w , min{λ3,+u , λ3,+w } <

λ3,+v , λ3,+u 6= λ3,+w ：
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(3) 因為λ3,−v < λ3,−u (同理，λ3,+v < λ3,+u )，由特徵方程解得

−c0 −
√
c20 + 4(c21 − r2) < − c0 −

√
c20 + 4 ,

⇒ c20 + 4(c21 − r2) > c20 + 4 .

⇒ c21 > r2 + 1 ⇒ c21 > A(α) + 1 .

(4) 因為λ3,−v < λ3,−w (同理，λ3,+v < λ3,+w )，由特徵方程解得

−c0 −
√
c20 − 4dv(r2 − c21)

2dv
<

c0 −
√
c20 − 4dw(r3 − c31)

2dw
,

⇒
√
c20 − 4(A(α)− c21) >

√
c20 − 4(α− 3− 2α) ,

⇒ c20 − 4A(α) + 4c21 > c20 + 4α + 12 ,

⇒ c21 > α + A(α) + 3 .

比較(3)和(4)，且α + A(α) + 3 > A(α) + 1，所以取c21 > A(α) + 1。
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3 三三三物物物種種種行行行波波波的的的弱弱弱交交交互互互作作作用用用

我們改寫(1.1)為

Ut = DUxx + F (U ; k) , (3.1)

其中U = (u, v, w)T，D = diag(1, dv, dw)，k為參數且k ∈ {r2, r3, cij}。F (U ; k)是(1.1)的

非線性項:

f1 = u(1− u− c12v − c13w) ,

f2 = v(r2 − c21u− v − c23w) ,

f3 = w(r3 − c31u− c32v − w) .

假設存在k = kc使得(3.1)存在有相同速度c0的Φ1和Φ2(如Figure 3.1)

Figure 3.1:

我們希望利用Φ1和Φ2黏出Lotka − V olterra三物種行波解，如Figure

1.1。 根據Rodrigo和Mimura [6]的理論結果，我們可以知道當c1 = c2 =

c0 = 0 時(詳見 Proposition 2.2)和dv = dw = 1時(詳見 Proposition 2.3)，

存在有速度為c0的Φ1，Φ2可得kc的存在性。

21



因為Φ1、Φ2是(1.1)的行波解，所以

DΦ
′′

1 + c1Φ
′

1 + F (Φ1; k) = 0 , (3.2)

DΦ
′′

2 + c2Φ
′

2 + F (Φ2; k) = 0 . (3.3)

令Lj(j = 1, 2)是(3.2)，(3.3)對Φj的線性化算子(the linearized operators)，

即

L1P = DP
′′

+ c0P
′
+ ∂UF (Φ1; kc)P ,

L2P = DP
′′

+ c0P
′
+ ∂UF (Φ2; kc)P .

令

L∗iP = DP
′′ − c0P

′
+ ∂UF (Φi; kc)

TP ,

所以L∗i是Li的伴隨算子(adjoint operator)，令Φ∗i ∈ ker(L∗i )，即 L∗iΦ
∗
i = 0。

令(3.1)的解為U(x, t) = Φ1(x−c0t−b1(t))+Φ2(x−c0t−b2(t))−(0, 0, r3)
T+

V (x, t)，其中 b1(t)是Φ1的平移，b2(t)是Φ2的平移，V (x, t)為小擾動項。

Figure 3.2: h(t) = b2(t)− b1(t)

令k = kc + η使得

F (U ; k) = F (U ; kc + η) = F (U ; kc) + ηF1(U ; η) . (3.4)
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令h(t) = b2(t)− b1(t)，由[1]可以得到

h′(t) = M1e
−β−h −M2e

α+h + c2 − c1 + h.o.t := H(h) . (3.5)

其中α+ > 0 、 β− > 0且a∗+ 、 b∗−、a+、 b−為不為零的向量，與Φ1,Φ2的

漸進行為有關。

M1 := 2β− < Db−, a
∗
+ > +c0 < b−, a

∗
+ > ,

M2 := 2α− < Da+,b
∗
− > −c0 < a+,b

∗
− > ,

c1 = c0 − η < F1(Φ1(z); η),Φ∗1(z) >L2 , (3.6)

c2 = c0 − η < F1(Φ2(z); η),Φ∗2(z) >L2 , (3.7)

ci(常數)為Φi的速度，η 6= 0且非常小。可以清楚的知道當η = 0，ci =

c0，i = 1, 2。這意味著Φ1和Φ2有相同的速度c0。

Corollary 3.1. ([1]) 如果存在h∗滿足h∗ > h̄且H
′
(h∗) < 0 (> 0)，則存在

一個常數b∗且有一個穩定(或不穩定)的行波解U∗(z) = Φ1(z) + Φ2(z − h∗)−

P2+O(δ(h)+ | η |)，其中P2 = (0, 0, r2)，z = x−c0t−ηb∗t，δ(h)→ 0當h→

∞。

根據Corollary 3.1，可以得出，若h
′

= H(h)存在穩定平衡態(Stable

equilibrium) h∗，則(1.1)存在穩定三物種行波解，即當t −→∞，則h(t) −→

h∗。若h
′

= H(h)存在不穩定平衡(unstable equilibrium)h∗，則(1.1)存在不

穩定三物種行波解。

關於h的行為，有以下八種情況，討論(3.5)是否存在平衡解h∗：

令f(h) = M1e
−βh−M2e

−αh+ c2− c1，可得f
′
(h) = −βM1e

−βh+αM2e
−αh，
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若 f(h0) = 0，則

M1e
−βh0 −M2e

−αh0 + c2 − c1 = 0, (3.8)

⇒M1e
−βh0 = M2e

−αh0 − (c2 − c1), (3.9)

將(3.9)帶入f
′
(h0)中，可得

f
′
(h0) = (−β + α)M2e

−αh0 + β(c2 − c1). (3.10)

1. c2 − c1 < 0 , M1 > 0 , M2 < 0 ：

(a) 若 α = β ：

f(h0) = (M1 −M2)e
−βh0 + c2 − c1 = 0

⇒ h0 = − 1

β
ln

(
−(c2 − c1)
M1 −M2

)
. (3.11)

(b) 若 α > β ：

f(h0) ∼M1e
−βh0 + c2 − c1 = 0

⇒ h0 = − 1

β
ln

(
−(c2 − c1)

M1

)
. (3.12)

(c) 若 α < β ：

f(h0) ∼ −M2e
−αh0 + c2 − c1 = 0

⇒ h0 = − 1

α
ln

(
−(c2 − c1)

M2

)
. (3.13)

在(a)、(b)、(c)中，得f
′
(h0) = −βM1e

−βh0 + αM2e
−αh0 < 0 ⇒

h0是穩定。
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2. c2 − c1 < 0 , M1 > 0 , M2 > 0 ：

(a) 若 α = β ：

i. 若M1 > M2，由1(a)，可得h0為(3.11)。

則f
′
(h0) = β(c2 − c1) < 0 ⇒ h0是穩定。

ii. 若 M1 6M2 f(h0) = c2 − c1 < 0 ⇒ h0不存在.

(b) 若 α < β ： f(h0) ∼ −M2e
−αh0 + c2 − c1 < 0 ⇒ h0不存在.

(c) 若 α > β ： 由1(b)，可得h0為(3.12)，但f
′
(h0)無法確定正負。

3. c2 − c1 < 0 , M1 < 0 , M2 < 0 ：

(a) 若 α = β ：

i. 若 M1 6M2 ⇒ f(h0) < 0 ⇒ h0不存在.

ii. 若 M1 > M2，由1(a)，可得h0為(3.11)。

f
′
(h0) = β(c2 − c1) < 0 ⇒ h0 是穩定。

(b) 若 α > β ： 但 f(h0) ∼M1e
−βh0 + c2 − c1 < 0 ⇒ h0不存在.

(c) 若 α < β ：由1(c)，可得h0為(3.13)，f
′
(h0)無法確定正負。

4. c2 − c1 < 0 , M1 < 0 , M2 > 0 ：

(a) 若 α = β ： f(h0) = (M1 −M2)e
−βh0 + c2 − c1 < 0 ⇒ h0不存

在.

(b) 若 α > β ：f(h0) = −M2e
−αh0 + c2 − c1 < 0 ⇒ h0不存在.

(c) 若 α < β ：由1(c)，可得h0為(3.13)，f
′
(h0)無法確定正負。
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5. c2 − c1 > 0 , M1 < 0 , M2 > 0 ：

(a) 若 α = β ：

f(h0) = (M1−M2)e
−αh0+c2−c1 = 0 ⇒ h0 = − 1

α
ln

(
−(c2 − c1)
M1 −M2

)
.

(b) 若 α > β ：由1(b)，可得h0為(3.12)。

(c) 若 α < β ：由1(c)，可得h0為(3.13)。

在(a)、(b)、(c)中，得f
′
(h0) > 0 ⇒ h0是不穩定。

6. c2 − c1 > 0 , M1 < 0 , M2 < 0 ：

(a) 若 α = β ：

i. M1 >M2 ⇒ f(h0) > 0 ⇒ h0不存在.

ii. M1 < M2，由1(a)，可得h0為(3.11)，但 f
′
(h0) > 0 ⇒ h0

是不穩定。

(b) 若 α > β ：由1(b)，可得h0為(3.12)，但f
′
(h0)無法確定正負。

(c) 若 α < β ： f(h0) ∼ −M2e
−αh0 + c2 − c1 > 0 ⇒ h0不存在.

7. c2 − c1 > 0 , M1 > 0 , M2 > 0 ：

(a) 若 α = β ：

i. M1 >M2 ⇒ f(h0) > 0 ⇒ h0不存在.

ii. M1 < M2，由1(a)，可得h0為(3.11)，但f
′
(h0) < 0 ⇒ h0是

不穩定。

(b) 若 α > β ： f(h0) ∼M1e
−βh0 + c2 − c1 > 0 ⇒ h0不存在.
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(c) 若 α < β ：由1(c)可得h0為(3.13)，但f
′
(h0)無法確定正負。

8. c2 − c1 > 0 , M1 > 0 , M2 < 0 ：

(a) 若 α = β ：f(h0) = (M1−M2)e
−βh0 + c2− c1 > 0 ⇒ h0不存在.

(b) 若 α > β ： f(h0) ∼ −M2e
−αh0 + (c2 − c1) > 0 ⇒ h0不存在.

(c) 若 α < β ：由1(c)，可得h0為(3.13)，但f
′
(h0)無法確定正負。

在下一節中，我們將用數值方法(matlab)，具體看出不穩定的現象，進

而知道 Proposition 2.2 和 Proposition 2.3 的行波解皆為不穩定。
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4 數數數值值值分分分析析析

此篇論文採用chebfun (https://www.chebfun.org/)

4.1 dv = dw = 1

Example 4.1. 由Proposition 2.3(dw = dv = 1)，取α = 1，得出

A(α) = 1、c0 = 0、r2 = r3 = 1、c31 = c32 = c23 = c13 = 5，

取c12 = c21 =
5

2
，代入(1.1)得到

ut = uxx + u

(
1− u− 5

2
v − 5w

)
vt = vxx + v

(
1− 5

2
u− v − 5w

)
wt = wxx + w (1 + η − 5u− 5v − w)

(4.1)

根據邊界條件和初始條件(U(x, 0) = Φ1(x)+Φ2(x−h(0))−P2)，由(2.10)，(2.11)可

得



u(x, 0) =
1

4

[
1 + tanh

(
x− h(0)

2

)]2
v(x, 0) =

1

4

[
1− tanh

(x
2

)]2
w(x, 0) =

1

4

[
1 + tanh

(x
2

)]2
+

1

4

[
1− tanh

(
x− h(0)

2

)]2
− 1

(4.2)

由(4.1)知，因w的成長率為1 + η，而u和v的成長率皆為1，則η > 0或

η < 0將造成不同的情況，以下分兩個部份來探討。
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Figure 4.1: η = 0.02 , h(0)=30

在(4.1)中，當η = 0.02，雖然w對u和v或是u和v對w的傷害都是5，

但w的成長率比u和v都要大，所以可以預測w的領域會越來越大。而

由matlab的數據和Figure4.1，確實w的領域逐漸擴大，漸漸佔領u和v的領

域，與我們預期的結果相同，可看出Φ1和Φ2黏出的解為不穩定平衡狀態。
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Figure 4.2: η = −0.02 , h(0)=30

在(4.1)中，當η = −0.02，w的成長率比u和v都要小，代表u、v對w的傷

害比w的成長要來的大，我們預測w將會消散，而產生滅絕，藉由matlab的

數據分析，在Figure4.2中可以看出w會逐漸消散，與我們預期的結果相

同，可看出Φ1和Φ2黏出的解為不穩定平衡狀態。
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Example 4.2. 由Proposition 2.3(dw = dv = 1)，令α > 1，取 α =
3

2
=

r3得出

r2 = A(α) =
21

10
、c0 =

√
5

10
、c31 = 6

c32 =
31

7
、c23 =

29

5
、c13 =

13

3

取c12 =
3

2
、c21 =

7

2
，代入(1.1)得到

ut = uxx + u

(
1− u− 3

2
v − 13

3
w

)
vt = vxx + v

(
21

10
− 7

2
u− v − 29

5
w

)
wt = wxx + w

(
3

2
+ η − 6u− 31

7
v − w

) (4.3)

根據邊界條件和初始條件(U(x, 0) = Φ1(x)+Φ2(x−h(0))−P2)，由(2.10)，(2.11)可

得

u(x, 0) =
1

4

[
1 + tanh

(√
5

4
(x− h(0))

)]2

v(x, 0) =
21

40

[
1− tanh

(
3
√

5

10
x

)]2

w(x, 0) =
3

8

[
1 + tanh

(
3
√

5

10
x

)]2
+

3

8

[
1− tanh

(√
5

4
(x− h(0))

)]2
− 3

2

(4.4)

由(4.3)知，因w的成長率為
3

2
+ η，而u成長率皆為1，v的成長率為

21

10
，則η取的值不同將造成不同的情況。
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Figure 4.3: η = 0.02 , h(0)=30

在(4.3)中，可以看出，u對w的傷害(c31 = 6)比w對u的傷害(c13 = 13
3

)較

大，但v對w的傷害比w對v的傷害較小，而在Figure4.3中，當η = 0.02，w的

成長率比v小，但比u要大，比較不同物種間的競爭率，由 matlab的圖形

可以看出，w會逐漸擴散，並向右移動，而u逐漸變小，v則變化往右，得

出w會快速的占領u的領域。
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Figure 4.4: η = −0.02 , h(0)=10

在Figure4.4中，當η = −0.02，w的成長率比v小，但比u要大，比較不

同物種間的競爭率，感覺會跟Figure4.3相同，但由 matlab的圖形可以看

出，w會逐漸消散，而u會向右移動，v則變化較小，得出v會快速的占

領u和w的領域，且w最後被滅絕。
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Example 4.3. 由Proposition 2.3(dw = dv = 1)，假設1
3
< α < 1，取α =

2

3
= r3，得出

r2 = A(α) =
2

5
、⇒ c31 =

13

3

c32 =
19

3
、c23 =

21

5
、c13 = 6

取c12 = 4、c21 =
8

5
，代入(1.1)得到

ut = uxx + u (1− u− 4v − 6w)

vt = vxx + v

(
2

5
− 8

5
u− v − 21

5
w

)
wt = wxx + w

(
2

5
+ η − 13

3
u− 19

3
v − w

) (4.5)

根據邊界條件和初始條件(U(x, 0) = Φ1(x)+Φ2(x−h(0))−P2)，由(2.10)，(2.11)可

得

u(x, 0) =
1

4

[
1 + tanh

(√
5

24
(x− h(0))

)]2

v(x, 0) =
1

10

[
1− tanh

(
2√
15
x

)]2

w(x, 0) =
1

6

[
1 + tanh

(
2√
15
x

)]2
+

1

6

[
1− tanh

(√
5

24
(x− h(0))

)]2
− 2

3

(4.6)

由(4.5)知，因w的成長率為
2

5
+ η，而u成長率皆為1，v 的成長率為

2

5
，則η為正數、負數或大於

3

5
將造成不同的情況。
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Figure 4.5: η = 0.2 , h(0)=30

在(4.5)中，可以看出，u對w的傷害(c31 =
13

3
)比w對u的傷害(c13 = 6)較

小，但v對w的傷害(c32 =
19

13
)比w對v的傷害(c23 =

21

5
)較大，在Figure4.5中，

當η = 0.02，w的成長率比v大，但比u小，由 matlab的圖形可以看出，w會

逐漸擴散，而u變化比較小，v則向左移動，得出w會快速的占領v的領域。
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Figure 4.6: η = −0.2 , h(0)=30

Figure4.6，當η = −0.02，w的成長率比v和u都要小，由 matlab的圖形

可以看出，w會逐漸消散，而u會向左移動，v則變化較小，得出u會快速的

占領w和v的領域，且w最後被滅絕。
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4.2 c0 = 0

Example 4.4. 由Proposition 2.2(dw > dv)，且r1 = 1、r2 = 1、r3 = 1.5 +

η > r1, r2(dw = 1.5，dv = 1 = r2)，得出

c31 = 7.5、c32 = 7.5、c23 =
10

3
、c13 =

10

3

取c12 =
5

2
、c21 =

5

2
，帶入(2.1)得到

ut = uxx + u

(
1− u− 5

2
v − 10

3
w

)
vt = vxx + v

(
1− 5

2
u− v − 10

3
w

)
wt = 1.5wxx + w (1.5 + η − 7.5u− 7.5v − w)

(4.7)

根據邊界條件和初始條件(U(x, 0) = Φ1(x)+Φ2(x−h(0))−P2)，由(2.40)，(2.41)可

得

u(x, 0) =
1

4

[
1 + tanh

(
x− h(0)

2

)]2
v(x, 0) =

1

4

[
1− tanh

(x
2

)]2
w(x, 0) =

1.5

4

[
1 + tanh

(x
2

)]2
+

1.5

4

[
1− tanh

(
x− h(0)

2

)]2
− 1.5

(4.8)

此種情況由於v和w空間移動率不同，所取的數值將會連帶影響結果，

而Example 4.4 ，取dw = 1.5、dv = 1，我們討論η = 0.2和η = −0.2，分開

討論由matlab所得出的結果。
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Figure 4.7: η = 0.2 , h(0)=30

在(4.7)中，可以看出w對u和v的傷害比u和v對w的傷害要來的小，

由Figure 4.7中，當η = 0.2，w的成長率比v和u皆大，由 matlab的圖形

可以看出，w會逐漸擴散，而u和v則會被壓迫空間，分別向右、左移動，

得出w會快速的占領u和v的領域。
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Figure 4.8: η = −0.2 , h(0)=30

在Figure4.8中，當η = −0.2，雖然w的成長率比v和u都要大，但 mat-

lab的圖形可以看出，w會逐漸消散，得出u和v會快速的占領w的領域，

且w最後被滅絕，這代表u和v對w的傷害較大，即使w的成長率較大也抵不

過。

39



Example 4.5. 由Proposition 2.2(dw > dv)，且r1 = 1、r2 = 1、r3 = 1.1 +

η(dw = 1.1，dv = 1 = r2)，得出

c31 = 5.5、c32 = 5.5、c23 =
50

11
、c13 =

50

11

取c12 =
5

2
、c21 =

5

2
，帶入(2.1)得到

ut = uxx + u

(
1− u− 5

2
v − 50

11
w

)
vt = vxx + v

(
1− 5

2
u− v − 50

11
w

)
wt = 1.1wxx + w (1.1 + η − 5.5u− 5.5v − w)

(4.9)

根據邊界條件和初始條件(U(x, 0) = Φ1(x)+Φ2(x−h(0))−P2)，由(2.40)，(2.41)可

得

u(x, 0) =
1

4

[
1 + tanh

(
x− h(0)

2

)]2
v(x, 0) =

1

4

[
1− tanh

(x
2

)]2
w(x, 0) =

1.1

4

[
1 + tanh

(x
2

)]2
+

1.1

4

[
1− tanh

(
x− h(0)

2

)]2
− 1.1

(4.10)

Example 4.5 ，取dw = 1.1、dv = 1，我們討論η = 0.2和η = −0.2，將

造成w的成長率大於或是小於u和v，分開討論由matlab所得出的結果。
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Figure 4.9: η = 0.2 , h(0)=30

在(4.9)中，可以看出w對u和v的傷害比u和v對w的傷害要來的小，

由Figure4.9中，當η = 0.2，w的成長率比v和u皆大，由 matlab的圖形

可以看出，w會逐漸擴散，而u和v則會被壓迫空間，分別向右、左移動，

得出w會快速的占領u和v的領域。
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Figure 4.10: η = −0.2 , h(0)=30

在Figure4.9中，當η = −0.2，雖然w的成長率比v和u都要小，但 mat-

lab的圖形可以看出，w會逐漸消散，得出u和v會快速的占領w的領域，

且w最後被滅絕。
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Example 4.6. 由Proposition 2.2(dw < dv)，且r1 = 1、r2 = 1、r3 = 0.5 +

η(dw = 0.5，dv = 1 = r2)，得出

c31 = 2.5、c32 = 2.5、c23 = 10、c13 = 10

取c12 =
5

2
、c21 =

5

2
，帶入(2.1)得到

ut = uxx + u

(
1− u− 5

2
v − 10w

)
vt = vxx + v

(
1− 5

2
u− v − 10w

)
wt = 0.5wxx + w (0.5 + η − 2.5u− 2.5v − w)

(4.11)

根據邊界條件和初始條件(U(x, 0) = Φ1(x)+Φ2(x−h(0))−P2)，由(2.40)，(2.41)可

得

u(x, 0) =
1

4

[
1 + tanh

(
x− h(0)

2

)]2
v(x, 0) =

1

4

[
1− tanh

(x
2

)]2
w(x, 0) =

0.5

4

[
1 + tanh

(x
2

)]2
+

0.5

4

[
1− tanh

(
x− h(0)

2

)]2
− 0.5

(4.12)

Example 4.6 ，取dw = 0.5、dv = 1，我們討論η = 0.2和η = −0.2，都

將造成w的成長率小於u和v(η的值非常小)，討論由matlab所得出的結果。
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Figure 4.11: η = 0.2 , h(0)=30

在(4.11)中，可以看出w對u和v的傷害比u和v對w的傷害要來的大，

由Figure4.11中，當η = 0.2，w的成長率比v和u皆小，無法由(4.11)中預測

結果，由matlab的圖形可以看出，w會逐漸擴散，而u和v則會被壓迫空

間，分別向右、左移動，得出w會快速的占領u和v的領域。
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Figure 4.12: η = −0.2 , h(0)=30

在Figure4.12中，當η = −0.2，雖然w的成長率比v和u都要小，雖然

和η = 0.2的形式很像，但matlab的圖形可以看出，w會逐漸消散，得

出u和v會快速的占領w的領域，且w最後被滅絕。
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Example 4.7. 由Proposition 2.2(dw < dv)，且r1 = 1、r2 = 1、r3 = 0.9 +

η(dw = 0.9，dv = 1 = r2)，得出

c31 = 4.5、c32 = 4.5、c23 =
50

9
、c13 = 50

9

取c12 =
5

2
、c21 =

5

2
，帶入(2.1)得到

ut = uxx + u

(
1− u− 5

2
v − 50

9
w

)
vt = vxx + v

(
1− 5

2
u− v − 50

9
w

)
wt = 0.9wxx + w (0.9 + η − 4.5u− 4.5v − w)

(4.13)

根據邊界條件和初始條件(U(x, 0) = Φ1(x)+Φ2(x−h(0))−P2)，由(2.40)，(2.41)可

得

u(x, 0) =
1

4

[
1 + tanh

(
x− h(0)

2

)]2
v(x, 0) =

1

4

[
1− tanh

(x
2

)]2
w(x, 0) =

0.9

4

[
1 + tanh

(x
2

)]2
+

0.9

4

[
1− tanh

(
x− h(0)

2

)]2
− 0.9

(4.14)

Example 4.6 ，取dw = 0.5、dv = 1，我們討論η = 0.2和η = −0.2，都

將造成w的成長率小於u和v(η的值非常小)，討論由matlab所得出的結果。
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Figure 4.13: η = 0.2 , h(0)=30

在(4.13)中，可以看出w對u和v的傷害比u和v對w的傷害要來的大，

由Figure4.13中，當η = 0.2，w的成長率比v和u皆大，預測結果w會擴散，

由matlab的圖形可以看出，w會逐漸擴散，而u和v則會被壓迫空間，分別

向右、左移動，得出w會快速的占領u和v的領域。
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Figure 4.14: η = −0.2 , h(0)=30

在Figure4.14中，當η = −0.2，雖然w的成長率比v和u都要小，但matlab的

圖形可以看出，w會逐漸消散，得出u和v會快速的占領w的領域，且w最後

被滅絕，而u和v則分別向左、右移動。
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4.3 結結結論論論

1. dw = dv = 1

α = 1 α =
3

2
α =

2

3

η = −0.02 η = −0.02 α = −0.2

h(x) Time h(x) Time h(x) Time

10 115 10 155 10 17

20 380 20 450 20 37

30 650 30 57

40 920 40 77

50 1200 50 97

Table 1：η < 0時，w逐漸消散

η = 0.02 η = −0.02

α = 1 w逐漸擴散 w最後消散

α =
2

3
w逐漸擴散 w最後消散

η = 0.2 η = −0.2

α =
3

2
w逐漸擴散 w最後消散

Table 2
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2. c0 = 0,dv = 1

dw = 1.5 dw = 1.1 dw = 0.5 dw = 0.9

η = −0.2 η = −0.2 α = −0.2 η = −0.2

h(x) Time h(x) Time h(x) Time h(x) Time

10 23 10 20 10 18 10 20

20 55 20 50 20 35 20 45

30 90 30 75 30 52 30 73

40 122 40 105 40 68 40 92

50 160 50 130 50 85 50 120

Table 3：η < 0時，w逐漸消散

η = 0.2 η = −0.2

dw = 1.5 w逐漸擴散 w最後消散

dw = 1.1 w逐漸擴散 w最後消散

dw = 0.5 w逐漸擴散 w最後消散

dw = 0.9 w逐漸擴散 w最後消散

Table 4
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由[1]的結果，可以得出(c, η)的bifurcation diagram 如下圖

Figure 4.15: Bifurcation diagram of c and η

所以透過對η的選取，可得到c1, c2的大小關係，由Corollary 3.1 以

及M1,M2正負號的計算(見[1])，可得出U∗(z)穩定性的理論結果。
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5 總總總結結結

由第四章數值分析可以知道，僅在[1]的建構方式之下，滿足(1.3)和(1.4)的

行波解都是不穩定狀態，而三物種之間除了考慮成長率之外，物種內的競

爭和對外的傷害都會影響是否滅絕或是共存。

由matlab可以知道不同情形三物種的行為，而在Table 1和Table 3中可

以看出當擾動η越小時，三物種之間的行為會不易看出，必須要有很長的

時間才能清楚知道物種間的情形，所以η若取得很小，需要很長時間才可

看出結果。

第四章數值分析的結果下，不論是何種情形，當η > 0 時，w都將會擴

散，而u和v將會有不同的結果，可能會因為w過於強大而逐漸消散，或是

和w形成共存的情況。當η < 0時，w都會消散，而u和v會比w強大，逐漸

將領域擴大。
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