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1、 緒論 

1.1 可靠度分析與加速壽命實驗 

可靠度（Reliability）通常定義為在一段特定的時間內，一個系

統或機器設備在正常操作使用的狀態下將會表現出的功用。先進的

生產技術、實驗設計以及品質管制等統計方法的幫助大大降低了生

產產品的失敗機率。因此，現今許多產品的壽命通常是相當長的，

所以要評估高可靠度產品的壽命不是一件容易的事。除此之外，在

大量的競爭下，對於要如何更好且更快地設計、研發及評估新的產

品，將使生產者面臨越來越大的壓力。 

加速壽命實驗（Accelerated Life Test, 以下簡稱為 ALT）是一種

經常被用來解決高可靠度產品壽命估計的實驗方法（Meeker and 

Escobar, 1998; Nelson, 1990）。ALT 通常在一個較嚴格的條件下進

行，例如，在較高的溫度或較高的壓力的環境下進行高可靠度產品

壽命試驗，如此可增加產品損壞的機率，也就縮短了壽命試驗的時

間，而此溫度或壓力稱之為加速變數。 

 

1.2 研究動機 

Hooper and Amster（1990）分析一份以溫度做為加速變數的 ALT

實驗資料，並以其中一個特定的機器為研究對象(我們稱之為設備

A)。這個實驗的目的在於得到設備 A 在操作的正常使用環境 10℃時

的產品壽命狀況，由於設備 A 在正常使用溫度時壽命很長，所以三
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個較高溫度 40℃、60℃以及 80℃，的實驗環境被用來加速產品的

失效時間。由資料可以看出(表一)，設定操作環境溫度越高者，其

設備 A 越快損壞，能夠使用的時間就越短。 

 

表一 設備 A 的溫度加速實驗資料 

Hours Status # of Devices Temperature( )℃

5000 Censored 30 10 

1298 Failed 1 40 

1390 Failed 1 40 

3187 Failed 1 40 

3241 Failed 1 40 

3261 Failed 1 40 

3313 Failed 1 40 

4501 Failed 1 40 

4568 Failed 1 40 

4841 Failed 1 40 

4982 Failed 1 40 

5000 Censored 90 40 

581 Failed 1 60 

925 Failed 1 60 

1432 Failed 1 60 

1586 Failed 1 60 

2452 Failed 1 60 

2734 Failed 1 60 
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2772 Failed 1 60 

4106 Failed 1 60 

4674 Failed 1 60 

5000 Censored 11 60 

283 Failed 1 80 

361 Failed 1 80 

515 Failed 1 80 

638 Failed 1 80 

854 Failed 1 80 

1024 Failed 1 80 

1030 Failed 1 80 

1045 Failed 1 80 

1767 Failed 1 80 

1777 Failed 1 80 

1856 Failed 1 80 

1951 Failed 1 80 

1964 Failed 1 80 

2884 Failed 1 80 

5000 Censored 1 80 

 

 

在資料的分析上面，若考慮以韋伯分配（Weibull distribution）

或者對數常態分配（lognormal distribution）去配適這筆資料，藉由

機率圖（probability plot）我們可以看出以對數常態分配來配適這筆

資料是較好的(Meeker and Escobar, 1998)。若我們將利用此兩種分配
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找出來的一些百分位數(第 1、10、50 個百分位數)畫在圖一，

(xൌ11605ሺ273.15temp ሻ)。 

 

 
圖一 

我們可以發現當我們選擇不同模型時，對不同百分位數的影響

是不一樣的。從圖一我們可以看出，兩個模型所得到的第 50 百分位

數幾乎是一致的，並無太多差異；但當百分位數漸漸向下選擇，第

10 百分位數，甚至於第 1 百分位數，兩者之間的差距慢慢顯現出
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來，而且在時間軸上我們用的單位是取對數後的時間，所以轉換回

正常時間單位的時，差距會更為明顯。而在可靠度研究方面，我們

所在意的是低百分位數，因為在產品使用時，如果一開始就損壞的

話，會影響其出產公司的商譽，且在保固期間損壞的話，公司可能

又得負擔維修費用，所以一開始的品質控管是相當重要的。所以模

型的選取對可靠度研究來說是一個相當重要的課題。 

    在本文中我們將考慮利用貝氏模型平均法（Bayesian model 

averaging）來處理 ALT 實驗資料的分析。我們的研究動機主要來自

Draper (1995)，Draper 利用貝氏模型平均法分析對造成挑戰者號於

1986 年升空爆炸的 O-ring 失效機率。該資料的特色在於資料中解釋

變數溫度收集的區間與當天發射的溫度相差甚遠，所以要利用外插

法(Extrapolation)來進行推估，然而，外插法常常會因為所使用的統

計模型不同而造成差異很大的結果。一般只考慮選定特定模型後的

統計推論所得到的預測區間太過於狹窄而高度樂觀預測的結果。而

這種解釋變數在資料收集與實際要推論狀態相差甚遠的情況就是

ALT 實驗所常見的。相同的，在預測一般使用狀態下產品的壽命時

需要用到外插法，所以，一樣會有以上太過自信預測結果的問題。

然而，在可靠度文獻中很少有提到利用貝氏模型平均法來分析資

料，因此，本研究的目的是探討貝氏模型平均法在 ALT 資料上的應

用。 

 

1.3 文章架構 

 本文的架構如下：第一章的緒論中，我們討論何謂可靠度分析

以及加速壽命實驗，並且說明此篇文章的研究動機與目的；第二章

說明一些可靠度常用的模型以及如何使用這些可靠度模型來分析
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ALT 資料；第三章描述本文中所提到的貝氏模型平均法的理論基礎

與在可靠度分析上如何應用貝氏模型平均法；第四章針對兩筆模擬

資料進行分析，比較傳統上的分析方法與貝氏模型平均法的不同；

第五章我們將貝氏模型平均法用來分析緒論中的資料，並且與傳統

的分析方法比較；最後，在第六章的部分為結論。 
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2、 可靠度模型 

2.1 對數位置尺度族可靠度模型 

一般而言，大多數的可靠度資料為產品壽命或者時間性資料例

如使用次數，其數值皆大於零，並且根據經驗資料型態大多呈現右

偏。所以，一般傳統統計方法中所使用的常態分配並不適用於分析

可靠度資料，通常會使用一些右偏的機率分配來配適可靠度資料，

常用的機率分配有： 

A.指數分配 

ft;μൌ1μexp-tµ 

B.對數常態分配 

ft;μ,σൌ1t2πσexp�ሼ-ሺlogt-μሻ22σ2ሽ 

C.韋伯分配 

ft;μ,σ=exp�{logt-μσ-exp�{logt-μσ}} 

其中指數分配為韋伯分配的特殊狀況，而韋伯分配與對數常態

分配皆屬於對數位置尺度族（log-location-scale family）的機率分

配，所以在分析可靠度資料時，我們通常會使用對數位置尺度族來

配適資料。 



8 
 

對數位置尺度族分配的模型可以用以下的方式來表示，假設 T

為產品的壽命，令 Z=log�(T) ，而 Z 的機率密度函數

（probability density function）可以用以下的方式表示 

fz=λ12�(λ12(z-μ)) 

其中，μ為位置參數，λ 為一般尺度參數的倒數（以上的參數化的

方法經常被貝氏的學者所使用），而 �(·)為不含未知參數的機率密

度函數。所以當 �t=�nort=12πexp�{-t22}，λ=1σ 時可以推導

出 T 會服從以上的對數常態分配；而當 �t=�sevt=exp�t-

exp�(t)，λ=1σ時我們可以得到以上的韋伯分配。所以在分析可

靠度資料時我們可以將產品壽命取對數後再利用以上位置尺度族

（location-scale family）來配適資料。因此對於以上的對數常態分配

和韋伯分配，我們可以考慮將產品壽命取對數後再假設它們具有常

態分配及最小極端值分配﹙smallest value extreme distribution﹚，這

樣可以得到相同的結果。 

 

2.2 對數位置尺度族可靠度迴歸模型 

當有其他解釋變數會影響產品壽命時，例如在加速壽命實驗時

的溫度、壓力等加速因子，在統計資料分析上是迴歸分析的問題。

而在可靠度的迴歸模型中，我們最常使用的方法為將 2.1 節中對數

位置尺度族裡的位置參數寫成解釋變數的函數(有時候是尺度參

數)，舉例來說，在 Arrhenius 關係的溫度加速模型下，我們會取

μ=β0+β111605273+Temp；而在電壓加速模型下的 inverse power 關

係下，我們會取 μ=β0+β1log�(Volt)。所以，我們可以得到以下

概似函數： 

fzβ0,β1,λ=i=1nλ12�(λ12(zi-β0-β1xi)) 
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那麼，我們就能夠使用一些分配去配適出適合資料的模型。統

整這些候選的分配，我們根據一些判斷的準則去挑選“最佳的”模

型，如 AIC。最後，我們使用這個模型再利用外插法來推估一般環

境下產品的壽命分配。 
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3、 貝氏模型平均法在可靠度迴歸模型上的應用 

3.1 貝氏模型平均法 

正如之前所敘述的，如果針對單一個“最佳的”模型做推論的話必

定會忽略了模型不確定性，也會導致我們低估了不確定性對於推論

出來的資訊的影響。Leamer（1978）就提出了一套標準的貝氏方法

去解決這個問題。如果 M={M1,M2,…,MK}為所有我們考慮模型所成

的集合而 Δ是我們所想要知道的資訊(例如產品壽命平均數或一些分

位數)，那麼 Δ在給定資料 y 的後驗分配（posterior distribution）可

表示為 

Pr∆y=k=1KPr�(∆|Mk,y)Pr�ሺMk|yሻ 

其中，Pr�ሺ∆|Mk,yሻ 為在一般貝氏統計方法中給定模型 Mk的情況

下，Δ的後驗分配；而 PrMkyןπMkfሺy|Mkሻ是模型 Mk的後驗分

配。 
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所以 Pr∆y可以看成是後驗分配 Pr�ሺ∆|Mk,yሻ的混合分配。而

Pr�ሺMk|yሻ 為其權數。就是利用在每一個不同的模型底下的後驗分

配經過加權之後相加所得到的後驗模型機率，我們稱這個方法為貝

氏模型平均法。 

根據貝氏定理，在 給定資料 y，模型 Mk的後驗機率為 

PrMkyൌPr�ሺy|MkሻPr�ሺMkሻkൌ1KPr�ሺy|MkሻPr�ሺMkሻ 

其中，Pr�ሺMkሻ是 Mk的先驗機率（prior probability），而 y 的邊際

分配（marginal distribution）可以以下的方式來計算 



12 
 

Prሺy|MkሻൌPrሺy|θk,MkሻPrሺθk|Mkሻdθk， 

其中，θk是模型 Mk的參數向量，Prሺθk|Mkሻ是在模型 Mk之下 θk

的先驗機率，Prሺy|θk,Mkሻ 為在模型 Mk下的概似函數，以上的積分

通常沒有辦法直接算出，所以常常利用蒙第卡羅（Monte Carlo）或

者一些數值積分的方式來處理，也可以利用一些大樣本的方式來近

似(Kass and Raftery, 1995)。 

    有關貝氏模型平均法的其他文獻，讀者可以參考 Hoeting et 

al.(1999)或 Raftery et al(1997) 

 

3.2 可靠度迴歸模型的貝氏模型平均法 

在本文中，我們考慮利用貝氏模型平均法來分析可靠度資料，

在 3.1 節所提到的候選模型方面，我們只考慮以下兩種狀況， 

M1:�·ൌ�nor· 



13 
 

M2:�·ൌ�sev· 

也就是我們假設產品資料具有對數常態分配以及韋伯分配，以上兩

個分配是可靠度資料中最常使用的兩種機率分配，而且大多數的統

計軟體都有提供相關的計算。所以， 

θkൌβ0k, β1k, λk, kൌ1, 2 

 在可靠度分析中，由於產品壽命不具有對稱性，所以我們通常

有興趣的量為產品壽命的一些百分位數(尤其是一些較低的百分位

數)，根據以上兩個模型，分別可以導出 

M1:qpൌβ01β11x01λΦnor-1ሺpሻ 

M2:qpൌβ02β12x01λΦsev-1ሺpሻ 
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 也就是說，如果我們可以產生 θk之後驗分配，就可以利用以

上式子求得產品壽命百分位數的後驗分配。 

所以，以下我們將介紹在給定以下先驗分配的情況下， 

fβൌ�norሺβ;µ0,Σሻ 

fλൌΓሺλ;a,sሻ 

其中 �nort;µ,Σ為平均數為 µ與變異數矩陣為 Σ且為 t的多重常態密

度函數；而 

Γt;a,sൌaΓሺaሻsata‐1exp༌ሺ‐tsሻ 
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其中，a, s, µ0, Σ為超參數（hyperparameters），如何利用馬可夫鏈

蒙第卡羅方法（Markov chain Monte Carlo, MCMC）產生 θk的後驗

分配，在給定以下的先驗分配，由於在馬可夫鏈蒙第卡羅方法進行

的過程中沒有考慮跨模型的運算，所以在以下的推導中為求表示方

法的簡潔，我們將忽略下標 k。 

 我們考慮以下兩種狀況。 

<Case1>M1 

在第一個情況下，我們假設產品壽命取對數後服從常態性分

配，因此，我們就可以推導出 β以及 λ的完全條件﹙full condition﹚

機率分配為 
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fሺβ|·ሻൌԄnorሺβ;τ,Vሻ 

fλ·ൌΓሺλ;an2,2s2siൌ1nሺzi‐Xiβሻ2ሻ 

其中， 

Vൌሺ∑-1λiൌ1nXi'Xiሻ-1, τൌVሺ∑-1µ0λiൌ1nziXi'ሻ 

以上多重常態分配與伽瑪分配皆為常用的標準機率分配，我們可以

利用一般的統計軟體，例如 R 來直接取得樣本，因此，我們可以利

用 gibbs sampler 方式很容易的得到參數的後驗分配。 

<Case2>M2 
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如果假設產品壽命取對數後服從最小極端值分配，我們無法經

由推導得到 β以及 λ確切的完全條件機率分配(積分常數不易獲

得)，但我們可以知道其 β 

λ的完全條件機率分配正比於某一些分配形式，但卻不是能夠很

容易知道其真正的分配形式，因此參數的後驗分配只能以下列正比

的方式呈現。 

fሺβ|·ሻןԄnorሺβ;µ0,Σሻiൌ1nԄሺλ12ሺzi‐Xiβሻሻ 

fሺλ|·ሻןΓሺλ;a,sሻqn2iൌ1nԄሺλ12ሺzi‐Xiβሻሻ 
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我們可以利用 Metropolis-Hastings within gibbs 的方法抽取參數的

後驗分配。經過 s 次疊代後，參數目前的狀態為 θs=(βs,λs)。 

(1)抽取 β的部分 

 先從多重常態分配，Ԅnorሺβ';µሺβsሻ,Σሺβsሻሻ，抽出一個 β' ，用

以下的機率接受所抽出的 β'， 

min༌ሼ1,Ԅnorβ';µ0,Σiൌ1nԄsevሺλ12ሺzi‐

Xiβ'ሻԄnorሺβs;µβ',Σሺβ'ሻሻԄnorβs;µ0,Σiൌ1nԄsevሺλ12ሺzi‐

XiβsሻԄnorሺβ';µβs,Σሺβsሻሻሽ 

如果我們選擇 μβs=βs 以及 Σ(βs)=V ，這樣的

話，以上的接受機率可以簡化為 



19 
 

min༌ሼ1,Ԅnorβ';µ0,Σiൌ1nԄsevሺλ12ሺzi‐

Xiሻβ'ሻԄnorβs;µ0,Σiൌ1nԄsevሺλ12ሺzi‐Xiβsሻሻሽ 

(2)抽取 λ的部分 

接著從伽碼分配，Γ(λ';aλs,s(λs))，抽出一個 λ'，用以下的機率接

受所抽出的 λ' 

min༌ሼ1,Γλ';a,sλ'n/2iൌ1nԄsevሺλ'1/2ሺzi‐

XiβሻΓሺλs;aλ',sሺλ'ሻሻΓλs;a,sλsn2iൌ1nԄsevሺλs12ሺzi‐XiβሻΓሺλ';aλs,sሺλsሻሻሽ 
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同理，選擇 aλs=vs2vλ 以及 sλs=vλλs 同樣可將我

們接受下一個抽出的樣本其機率值簡略為 

min༌ሼ1,Γλ';a,sλ'n/2iൌ1nԄsevሺλ'1/2ሺzi‐

XiβሻΓλs;a,sλsn2iൌ1nԄsevሺλs12ሺzi‐Xiβሻሽ 

以上為當我們可以觀察到產品壽命時獲得參數後驗分配的方

法。然而，在很多可靠度實驗中，我們所得到的資料大多為右設限

（right censor）或區間設限（interval censor）資料。但這並不會對我

們的計算造成太大的困擾，我們只要在以上的演算法中將 Z 視為潛

在變數（latent variable），而在每一次的疊代中加入抽取潛在變數

的步驟。根據以上模型不難推導出潛在變數的完全條件機率分配為 

zi|·ןԄnorሺzi;Xiβ,1λሻΩሺyiሻ 

zi|·ןԄsevሺzi;Xiβ,1λሻΩሺyiሻ 
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其中，Ω(yi)為一指標函數（indicator function），其與資料型態有

關。例如在右設限資料中，若設限時間為 tl，則 Ωyi=Itl, ∞(zi)；在區

間設限資料中，若設限時間為 tl 

tu，則 Ωyi=Itl,tu (zi)。我們可以很容易的用反累積機率函數法

（inverse cumulative probability function method）抽取符合以上截取

常態分配（truncated normal distribution）與截取最小極端值分配

（truncated smallest extreme value distribution）。 

 在超參數的選擇方面，如果我們有一些先前的資訊或可以獲得

一些專家的建議，我們將其轉換成超參數的設定。或者可以利用以

下經驗貝氏法(Empirical Bayes)的方法來設定超參數。首先，我們可

以利用最大概似計值獲得參數的估計值 β, λ；以及其變異數的估計

值 vβ, vλ(訊息矩陣(observed Information matrix)的反矩陣)，在將超參

數的數值設定如下。 

μ0=β 

Σ=cvβ 

a=λ2cvλ 

s=cvλλ 

以上的設定參數先驗分配的期望值為所求出的最大概似估計值，變

異數為最大概似估計值的漸進變異數的 c 

。 

 



22 
 

4、 統計模擬 

本統計模擬的目的在比較利用貝氏模型平均法與一般只藉由單

一模型的貝氏方法來分析緒論中資料的差異性。在樣本的產生方

面，我們考慮以下兩種狀況 

(1)資料來至常態分配 

(2)資料來自最小極端值分配 

在產生資料所需要的真實參數部分，我們分別針對以上兩種狀況 

先求出參數的最大概似估計值 β0、β1 以及 λ，再將其設定為真實參

數。造出 1000 筆與緒論中例子資料相似的樣本，即在 10Ԩ、

40Ԩ、60Ԩ、80Ԩ分別產生 30、100、20、15 個觀察值，在 MCMC

的實際執行方面，我們先丟棄（burn-in）前面所抽出的 1000 個樣

本，之後再將後面的 10000 個樣本留下，而得到 10000 個 β0 

β1 以及 λ樣本，再針對每一筆資料分別利用以下三種方法進行分析 

(1)假設資料是來自常態分配藉由單一模型的貝氏方法 

(2)假設資料是來自最小極端值分配藉由單一模型的貝氏方法 

(3)貝氏模型平均法 
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這三種方法找出其第 50 個百分位數，第 10 個百分位數，以及第 1

個百分位數的估計值 qP，再以以下均方誤差（mean squared error, 

MSE）進行比較 

EqqP-qP2≈h=11000(qPh-qP)21000， 

其結果如下表二 

表三所示： 

 

表二:真實模型為常態分配時三種方法對應的百分位數之均方誤差： 

百分位數 常態分配 最小極端值分

配 

貝氏模型平均

法 

1 201.0979 715.6857 216.5697 

10 246.1423 362.1730 261.2869 

50 353.5217 558.3163 374.6657 

 

表三:真實模型為最小極端值分配時三種方法對應的百分位數之均方

誤差： 

百分位數 常態分配 最小極端值分

配 

貝氏模型平均

法 

1 856.2988 272.9359 366.4883 

10 400.2469 359.8368 353.7585 

50 751.8080 555.4131 547.3369 

 

由表二可以看出，在真實模型為常態分配時，當我們假設模型

選擇為常態分配，因為模型的選擇是正確的，所以均方誤差會最

小；但是如果我們利用最小極端值分配來配適模型，其均方誤差會

大上許多，這也說明了假如我們選擇模型是錯誤的話，得到的結果
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會相當不好。以貝氏模型平均法來看，以其均方誤差與這兩個模型

的均方誤差相比，貝氏模型平均法雖然不及模型選擇正確的結果，

但相去不遠，而且貝氏模型平均法比模型選擇錯誤的結果好很多，

還可以避免因為模型選擇而使我們做出錯誤的分析。在表三中我們

也可以觀察到相同的結果。 
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5、 資料分析 

我們同樣利用 Hooper and Amster（1990）的這一份以時間做為

加速實驗因子，並且以其中一個特定的機器設備 A 為對象的資料為

我們分析資料的來源。由資料可以看出，設定操作環境溫度越高

者，其設備 A 越快損壞，能夠使用的時間就越短。 

一開始，我們考慮具有溫度這個解釋變數的兩種模型，分別為

常態模型以及最小極端值模型。並且利用 PrMkyןπMkfሺy|Mkሻ，此

積分式子是由馬可夫鏈蒙第卡羅方法得到解，並利用此方法取得兩

種模型所佔之權數。我們一開始給定兩種模型的先驗機率都為 0.5，

利用原先的資料去抽取 10000 筆新的資料，結果常態模型與最小極

端值模型的權數分別為 0.8429 及 0.1571，結果顯示此筆資料較接近

常態分配。 

接著利用第三章的方法，去抽取出 β 

λ的後驗分配。因此，我們會先給定 μ、Σ、a 以及 s 這幾個超參

數。在假設是常態模型的情況下，μ的兩個參數利用最大概似估計

值 β當作起始值，Σ是用 25vβ當作起始值，a 及 s 則分別利用估出

來的變異數最大概似估計值，令其 λMLE=as 

VarλMLE=25as2，因此得到 a 

s 分別為 λ225vλ以及 25vλλ。所以在常態模型我們得到以下超參

數的設定為 

μ0=(-13.4698, 0.6279) 

Σ=206.4770-5.9138-5.91380.1699 
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a=2.1928 

s=0.4663 

我們利用相同的方法在最小極端值模型之下，我們可以得到以

下的設定 

μ0=(-13.3189, 0.6339) 

Σ=26.3289-7.7177-7.71770.2257 

a=1.9594 

s=0.7218 

接著由前面所提到的方法抽取樣本，我們丟棄前面所抽出的

1000 個樣本，之後在將後面的 10000 個樣本留下。並且從這 10000

個 β0 

β1 以及 λ可以分別得到 10000 個相對應的第 50 個百分位數，第

10 個百分位數，以及第 1 個百分位數，並將常態分配和最小極端值

分配的三種百分位數繪製圖形於下；利用貝氏模型平均法，利用常

態模型的權數以及最小極端值模型的權數為，從個別的 10000 個百

分位數分別以 0.8429 

0.1571 的權數抽取，也將這 10000 個利用貝氏模型平均法得到

的百分位數繪製於圖二。實線代表的是常態分配的百分位數，虛線

代表的是最小極端值分配的百分位數，點線代表的是利用貝氏模型

平均法得到的百分位數。 

由於權數的差異是相當明顯的，在利用貝氏模型平均法時，大

部分的百分位數來自於常態分配，故不管是哪個百分位數的圖形都

與常態分配極為相似。在高百分位數時，圖形並沒有太大的不同，
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但在低百分位數時，圖形顯現出相當大的差異。在可靠度上，我們

關心的是低百分位數，因此，我們可以知道模型的選取錯誤會產生

相當大的差異，如果模型選取正確的話，所得到的結果當然是我們

所樂見的，但若選取的模型是不好的，結果的差異是相當大的，而

貝氏模型平均法能夠避免模型選取的難題，進而得到不錯的結果。 

 

圖二 
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6、 結論 

由於分析 ALT 實驗要利用到外插法，所以模型的選取會對最後

的結果有相當大的影響。一般只藉由單一模型所進行的統計分析由

於沒有考慮到模型間的不確定性所以會有較大的風險，而貝氏模型

平均法可以解決此一問題。貝氏模型平均法本文介紹如何利用貝氏

模型平均法來分析 ALT 資料，我們藉由一個模擬研究與一組實際的

資料分析發現貝氏模型平均法非常適用於分析 ALT 實驗。 
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