
 
 
 

1

 
 

東  海  大  學  數  學  研  究  所  

碩  士  論  文 
 
 
 
 
 
 

再生函數配置法之擾動性及穩定性之研究 

 
The Perturbation and Stability Study of 

Reproducing Kernel Collocation Method 
 
 
 

指導教授：胡馨云 博士 

研究生：張智凱 

 

 

 

中 華 民 國 九 十 九 年 三 月



 
 
 

2

 
 
 

Abstract 

 
 
  Solving partial differential equations with strong form collocation and nonlocal 
approximation functions such as orthogonal polynomials and radial basis functions 
exhibits exponential convergence rate; however, it yields a full matrix and suffers 
from ill conditioning. In this work, the local approximation functions, reproducing 
kernel functions, are used as basis functions. This approach offers algebra 
convergence rate, but the method is stable like the finite element. 
 
  We provide the perturbation and stability analysis of this approach, and the 
estimation of condition number of the discrete equation is derived. Condition number 
is used to measure the solution errors resulting from rounding errors, and it plays a 
critical role in numerical stability. In addition, the new formulas of condition number, 
called effective condition numbers, are given. Both matrix and right hand side vector 
of a linear system are taken into consideration in the estimation of condition number, 
they offer a better measure of conditioning than traditional condition numbers. 
Numerical results are also presented to validate the mathematical analysis. 
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摘  要 

 
    求解偏微分方程當採用配置法配上非局部函數當基底，例如正交多項式和徑

向基函數時得出指數型收斂行為。然而，它產生一個滿矩陣且 condition 過大。

此論文中使用配置法配局部基底函數，即再生核心函數，結果為代數收斂行為。

此方法類似有限元素法。 
 
    本論文主旨為擾動性和穩定性分析，並估計離散方程的 condition number。
Condition number 是用來估計解的相對誤差上界，它在數值穩定上扮演一個關鍵

的角色。另外，論文中介紹新 condition number 公式，被稱作 effective condition 
number。此新估計式中線性系統中的矩陣及右端向量兩者都被考量在 condition 
number 的估計上，它們提供一個比傳統 condition number 更好的測量條件。數值

結果也證實了數學分析。 
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符號表 
 

 

( )xIψ   再生核心基底函數 

( )IxxxC −;   修正函數 

Ix   質點 

iξ   配置點 

S   質點集 

h   最大的質點間距 

pN   質點數 

cN   配置點數 

( )Ia xx −φ   核心函數 

a   核心函數的半徑 

n   再生基底函數的階數 

δij  Kronecker delta 
Ω   定義域 

Γ   Ω之邊界 

E ( )•   連續泛函 

Ê ( )•   離散泛函 

∥·∥  範數 

A   Np 乘 Np 大小的矩陣 
b   Np 維度的已知向量 

F   Nc乘 Np 大小的矩陣 

r   Nc維度的已知向量 
P   投影算子 

+F   F 的偽逆矩陣 

Ω,2
v   標準 Sobolev 二範數 

Cond ( )•   矩陣的 condition number 
Cond_E ( )•   矩陣的 effective condition number 

nβ   線性系統 bx =A 中，矩陣 A 對角化中第 n
個特徵向量與 b 的內積 

 



 
 
 

6

目錄 

 

一、前言········································ 1 

 

二、 再生核心逼近理論···························· 2 

(一) 再生核心函數介紹及推導····································2 
(二) 再生核心函數的高階微分 ····································································· 4 
(三) 再生核心函數之基本性質 ····································································· 6 
(四) 再生核心函數之反估計式 ··································································· 10 
 

三、 擾動性及穩定性之探討 ··············································· 11 

(一) 函數逼近································································································11 
(二) 偏微分方程解 ······················································································· 14 
 

四、 穩定性之深入探討··························· 20 

(一) 新估計方式··························································································· 20 
(二) 數值範例······························································································· 21 
(三) Effective condition number 之推導······················································· 24 
 

五、 結論······································· 30 

 

參考文獻 ······································· 31 

 

附錄 A ········································· 32 

附錄 B·········································· 35 

 
 



 
 
 

1

第一章 前言 

 
    近二十年來，無網格法[1,2]已成為計算力學界的新趨勢，無網格法不需建立

網格，僅需一組質點，以此組質點建構出 local 或 global 的基底函數。基底的建

構快速且簡單，而且搭配調適法來解移動不連續問題、衝擊波問題或多尺度問題

比傳統網格法更有效率。 

 

    前面提到無網格法的基底可為 local 型態也可為 global 型態，各有優缺點。

當我們選用 global 正交函數[3]或徑向基函數[4,5]作為基底，可得到指數型的收斂

行為，但穩定性就比較差，condition number 指數成長。若選用 local 核心函數[6]
則可得到代數型的收斂行為，其穩定性就比較好，condition number 之呈現是代

數成長。 
 
    在此論文中選用 local 函數基底，即再生核心基底函數，來探討穩定性。先

作擾動分析，再觀察 condition number 的變化。我們利用泛函分析方法得出傳統

condition number 的界，數值範例之結果與理論分析相穩合。而收斂性及複雜性

已探討過，請參見相關論文[7]。 
 
    本文第二章介紹再生核心函數及其導函數、基本性質和反估計式。第三章針

對方陣型系統（函數逼近）及非方陣型系統（求解微分方程解）作擾動分析，並

估計傳統 condition number 的上界，第四章介紹新的 condition numbers，有別於

傳統 condition numbers，具更客觀更好的穩定分析。最後，第五章為結論。 
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第二章 再生核心逼近理論 

 

第一節 再生核心函數介紹及推導 

 

假設連續函數 ( )f x 可由下面的近似函數 ( )hf x 逼近 

                  
1

( ) ( )
Np

h
I I

I
f x d xψ

=

=∑                                (2.1) 

此近似函數是由一組局部的基底函數線性組合而成，這組基底函數由下列質點集

1 1 2{ } { , , , }Np
I I NpS x x x x== = K  

為中心建構而成，最大的質點間距是 h，函數形式如下[8] 

                1( ) (0) ( ) ( ) ( )T
I I a Ix H M x H x x x xψ φ−= − −         (2.2) 

此種基底稱之為『再生核心基底函數』，其中矩陣及向量為                         

         
1

( ) ( ) ( ) ( )
Np

T
I I a I

I
M x H x x H x x x xφ

=

= − − −∑    (2.3) 

2( ) [1, , ( ) , , ( ) ]T n
I I I IH x x x x x x x x− = − − −K                    (2.4) 

          (0) [1,0, ,0]TH = K                                         (2.5) 
 

函數 ( )a Ix xφ − 稱為核心函數（kernel function）可選用三次 B-spline 

2 3

2 3

2 14 4 , 0
3 2
4 4 1( ) 4 4 , 1 ,
3 3 2
0, 1

I
a

z z z

x x
z z z z z z

a
z

φ

⎧ − + ≤ <⎪
⎪ −⎪= − + − ≤ < =⎨
⎪

≥⎪
⎪⎩

                  (2.6) 

或五次 B-spline 
2 4 5

2 3 4 5

2 3 4 5

11 9 81 81 1- + - , 0 <
20 2 4 4 3
17 15 63 135 243 81 1 2+ - + - + , < ,( ) 40 8 4 4 8 8 3 3
81 81 81 81 81 81 2- + - + - , < 1
40 8 4 4 8 40 3
0, 1

I

a

z z z z

x xz z z z z z zz a
z z z z z z

z

φ

⎧
≤⎪

⎪
−⎪

≤ =⎪= ⎨
⎪
⎪ ≤
⎪
⎪ ≥⎩

     (2.7)
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其中 a表示核心函數的半徑。此半徑可隨不同位置改變，可令 Ix 位置之核心函數

的半徑為 Ia ，此組核心函數的半徑大小不可太過懸殊（稱之為擬一致分佈）。 
 

接下來將介紹如何推導出形式如(2.2)的再生核心基底函數。 

 

假設基底函數由修正函數 ( ; )IC x x x− 及核心函數 ( )a Ix xφ − 組合而成 

 

                ( ) ( ; ) ( ),I I a I Ix C x x x x x x Sψ φ= − − ∈                 (2.8) 
 

修正函數再經由多項式函數建構出來，可進一步表示成向量內積形式如下                     

                
0

( ; ) ( ) ( ) : ( ) ( )
n

i T
I I i I

i
C x x x x x b x H x x b x

=

− = − = −∑           (2.9) 

其中 ( )ib x 為係數，稍後可推導出。 

 

基底函數(2.8)滿足下列再生性（reproducing conditions） 

                
1

( ) , 0,1, ,
Np

i i
I I

I
x x x i nψ

=

= =∑ K                         (2.10) 

或寫成 

                
1

( ; ) ( ) , 0,1, ,
Np

i i
I a I I

I
C x x x x x x x i nφ

=

− − = =∑ K            (2.11) 

由數學歸納法可證明(2.11)式是等價於下列式子  

                0
1

( ; ) ( ) ( ) , 0,1, ,
Np

i
I a I I i

I
C x x x x x x x i nφ δ

=

− − − = =∑ K       (2.12) 

其中 ijδ 是 Kronecker delta。 

 

可進一步將(2.12)寫成向量形式，如下 

                
1

( ; ) ( ) ( ) (0)
Np

I a I I
I

C x x x x x H x x Hφ
=

− − − =∑               (2.13) 

若將修正函數(2.9)放入式(2.13)中，可得到 

                
1

( ) ( ) ( ) ( ) (0)
Np

T
I I a I

I
H x x H x x x x b x Hφ

=

− − − =∑            (2.14) 

簡記為矩陣形式 

 

                ( ) ( ) (0)M x b x H=                                  (2.15) 
其中 ( )M x 矩陣為 
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1 1 1

1 2

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

Np Np Np
n

a I I a I I a I
I I I

Np Np Np
n n n

I a I I a I I a I
I I I

x x x x x x x x x x

M x

x x x x x x x x x x x x

φ φ φ

φ φ φ

= = =

+

= = =

⎡ ⎤
− − − − −⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− − − − − −⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

L

M M M

M M M

L

 

其規模為 ( 1) ( 1)n n+ × + ，通常 n取 2 或 3，因此反矩陣很容易被計算出來。 
 

從式(2.15)，我們得到係數向量，如下 
 

                 1( ) ( ) (0)b x M x H−=                                (2.16) 
 

再將此結果代入修正函數(2.9)式中，得到 

1( ; ) ( ) ( ) (0)T
I IC x x x H x x M x H−− = −                     

1(0) ( ) ( )T
IH M x H x x−= −                     (2.17) 

因此，逼近函數(2.1)變成 

                
1

( ) ( ; ) ( )
Np

h
I I a I

I
f x d C x x x x xφ

=

= − −∑  

                     
1

( ) ( ) ( )
Np

T
I I a I

I
d H x x b x x xφ

=

= − −∑  

                     1

1
( ) ( ) (0) ( )

Np
T

I I a I
I

d H x x M x H x xφ−

=

= − −∑  

                     1

1
(0) ( ) ( ) ( )

Np
T

I I a I
I

d H M x H x x x xφ−

=

= − −∑  

                     
1

: ( )
Np

I I
I

d xψ
=

= ∑                                 

其中基底函數定義如下 

                1( ) (0) ( ) ( ) ( )T
I I a Ix H M x H x x x xψ φ−= − −               (2.18) 

其中心點為 Ix ，核心函數半徑為a 之局部函數。 

 

第二節 再生核心函數的高階微分 

 

前一節已介紹核心基底函數由修正函數及核心函數組成 
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( ) ( ; ) ( )I I a Ix C x x x x xψ φ= − −                                         (2.19) 
 

所以，再生核心基底函數其一階及二階微分可根據乘法原理得到 

, , ,( ) ( ; ) ( ) ( ; ) ( ) ' ( )I x x I a I I a x I Ix C x x x x x C x x x x x xψ φ φ ψ= − − + − − =             (2.20) 

, , , ,

,

( ) ( ; ) ( ) 2 ( ; ) ( )
( ; ) ( ) '' ( )

I xx xx I a I x I a x I

I a xx I I

x C x x x x x C x x x x x
C x x x x x x

ψ φ φ

φ ψ

= − − + − −

+ − − =
               (2.21) 

修正函數及其導函數分別為 

1( ; ) (0) ( ) ( )T
I IC x x x H M x H x x−− = −                                   (2.22) 

1 1
, , ,( ; ) (0) ( ) ( ) (0) ( ) ( )T T
x I x I x IC x x x H M x H x x H M x H x x− −− = − + −           (2.23) 

1 1
, , , ,

1
,

( ; ) (0) ( ) ( ) 2 (0) ( ) ( )

(0) ( ) ( )

T T
xx I xx I x x I

T
xx I

C x x x H M x H x x H M x H x x

H M x H x x

− −

−

− = − + −

+ −
       (2.24)                

其中 ( )M x 矩陣及其導函數如下 

1
( ) ( ) ( ) ( )

NP
T

I I a I
I

M x H x x H x x x xφ
=

= − − −∑                                 (2.25) 

, , ,
1

,

( ) { ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )}

NP
T T

x x I I a I I x I a I
I

T
I I a x I

M x H x x H x x x x H x x H x x x x

H x x H x x x x

φ φ

φ
=

= − − − + − − −

+ − − −

∑
  (2.26) 

, , , ,
1

, , ,

, , ,

( ) { ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}

NP
T T

xx xx I I a I x I x I a I
I

T T
x I I a x I I xx I a I

T T
I x I a x I I I a xx I

M x H x x H x x x x H x x H x x x x

H x x H x x x x H x x H x x x x

H x x H x x x x H x x H x x x x

φ φ

φ φ

φ φ

=

= − − − + − − −

+ − − − + − − −

+ − − − + − − −

∑
                  

                                                                (2.27) 

( )M x 矩陣之反矩陣的高階微分，即(2.23)及(2.24)式中之 1
, ( )xM x− 1

, ( )xxM x− ，可

利用隱微分技巧推導出來。因為 

 

         1( ) ( )M x M x− = I                                          (2.28) 
其中 I 是單位矩陣。我們在兩端取微分可得 

         1( ( ) ( ))d dM x M x
dx dx

− = I                                    (2.29) 
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再根據乘法原理 

       1 1
, ,( ) ( ) ( )x xM x M x M x M− −+ = 0                                 (2.30) 

其中0 為零矩陣。移項整理可得 

        1 1 1
, ,( ) ( ) ( )x xM M x M x M x− − −= −                                (2.31) 

再進一步求二階微分 

        1 1 1
, ,( ) { ( ) ( ) ( )}x x

d dM M x M x M x
dx dx

− − −= −                        (2.32) 

同樣使用乘法原理 

1 1 1 1 1 1 1
, , , , , ,{ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}xx x x xx x xM M x M x M x M x M x M x M x M x M x− − − − − − −= − + +  

                                                                (2.33) 
整理可得 

1 1 1 1
, , , ,

1 1 1
, , ,

( ){ ( ) ( ) 2 ( ) ( )}

( ) {2 ( ) ( )} ( )
xx xx x x

x x xx

M M x M x M x M x M x

M x M M x M M x M x

− − − −

− − −

= − +

= −
                     (2.34) 

導函數(2.31)及(2.34)在建立基底之導函數(2.20)及(2.21)時需用到。 
    

 

 第三節 再生核心函數之基本性質 

 

接下來看再生核心函數之基本性質。考慮一維定義域 { }xx <<=Ω 10| ，在Ω

中取 pN 個質點，此組質點可為等距點集亦可為不等距質點。若不等距，其原則

是點分佈不可太過懸殊（擬一致分布怖）。選用三階 B-spline 如(2.6)當核心函數，

核心函數半徑將隨其基底的階數變化。在第一節已介紹過核心基底是透過再生性

推導出來的，在此我們先檢視此項性質。此組基底函數本身滿足 

( ) k
N

I

k
II xxx

p

=∑
=1

ψ ， 0,1, ,k n= K                      (2.35) 

而其一階導函數滿足 

( ) 1

1
' −

=

=∑ k
N

I

k
II kxxx

p

ψ ， 0,1, ,k n= K                    (2.36) 

二階導函數滿足 
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( ) ( ) 2

1
1'' −

=

−=∑ k
N

I

k
II xkkxx

p

ψ ， 0,1, ,k n= K              (2.37) 

 
下面圖一裡所顯示的是選用一組『不等距質點』所得到的結果。此組非等距的質

點集為 

{ } { }0.1,93.0,82.0,69.0,64.0,48.0,4.0,34.0,22.0,08.0,0.01 == =
pN

IIxS       (2.38) 

共有 11 個點， 11=pN 。圖左由上而下依序為第五個基底函數 ( )5 xψ 及其第一階

第二階導函數；而圖右則表示此組再生核心基底具有再生性，其中紅色線代表

(2.35) - (2.37) 式中 0k = 的情況，而綠色線則代表 1k = 的情況。 

 
圖一：一階再生核心函數基底函數和導函數（ 0.25a = ）及再生性 
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圖二中則選用一組『等距質點』所產生的結果，質點集為 

{ }
11

1
1 10

10.0
=

= ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

+==
I

N
II

IxS p                         (2.39) 

其中考慮二階基底， 2n = 。下圖左依序代表第 7 個基底函數 ( )7 xψ 及導函數的輪

廓；圖右表示此組基底具有再生性，紅色線表示 0k = 的情況，綠色線代表 1k = ，

而藍色線代表 2k = 。 

 
圖二：二階再生核心基底函數和導函數（ 0.3a = ）及再生性 
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接下來，圖三是也是由不等距質點(2.38)，所產生之結果。與圖二相同皆採用二

階基底，但核心函數半徑大一些，由 0.3a = 變成 0.4a = 。 
     

由圖二及圖三可觀察出，等距質點集所形成的再生核心基底函數是對稱的，

而非等距質點集產生的基底是較不規則的。 

 
圖三：二階再生核心基底函數和導函數（ 0.4a = ）及再生性 

 

更進一步可由圖一至圖三看出此基底函數不具 Kronecker delta 性質，即 

( ) ijji x δψ ≠                         (2.40) 

當 ji = ，從圖中可見 ( ) 1≠ii xψ ，值介於 0.4 至 0.8 間未達 1。 
 

另外核心函數另具有二個性質如下述[9]： 
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(i) 再生基底函數的可微性是依賴於核心函數的平滑性。 

(ii) 核心函數的半徑不可太小，否則將導致矩陣M 變得奇異，其反矩陣

不存在，因此無法建構出一組適合的基底來。若核心函數的半徑過大

也不好，會使得離散系統的穩定性變差，此部分，稍後會再作詳細的

說明。 

 

第四節 再生核心函數之反估計式 
 

此章最後來探討基底函數的高階微分之反估計。假設函數 ( )v x 是由一組再生

核心基底函數線性組合而成 

 

               
1

( ) ( )
Np

I I
I

v x b xψ
=

=∑ ,  V=span{ }
pNψψψ ,,, 21 L            (2.41) 

 
其高階微分具有下列不等關係。 
 

引理 1 假設質點集為擬一致分佈[10]，則函數 ( )v x 具有下列關係 

 

               2
1, 0, ,

,v C a n v−
Ω Ω
≤ l l

l
=l 1,2,3,…                   (2.42) 

               2
2, 0, ,

,v C a n v−
Γ Γ
≤ l l

l
=l 1,2,3,…                   (2.43) 

               ( 1) 2( 1)
3, 1, ,

,xv C a n v− + +
Γ Ω
≤ l l

l
=l 1,2,…               (2.44) 

 

其中 Γ表示Ω之邊界，而 1 2,C C 和 3C 是與 ,a n 及 l無關之常數。 ⋅ 是標準

Sobolev 範數。在後面的收斂性及穩定性分析中，將需引用此引理去做詳細估計。
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第三章 擾動性及穩定性之探討 

 

第一節 函數逼近 

 
此節我們將利用前一章所介紹的基底來近似已知函數，想了解利用再生核心

函數作函數逼近所形成之線性系統的穩定性。 
 
我們考慮一已知函數 ( ) xxf πsin= ， [ ]1,0∈x ，近似函數定義如下 

( ) ( )∑
=

=
pN

I
II

h xdxf
1

ψ ， 10 << x                         (3.1) 

核心函數 ( )Ia xx −φ 選用三階 B-spline。利用配置法（collocation methods）求出係

數 Id ，其中需再定義一組配置點（collocation points），可同於前述的質點集，亦

可選用不同的點集。我們稱此組點為配置點集 

{ } pN
iiE 1== ξ ， [ ]1,0∈iξ                          (3.2) 

我們強制具有下述插值條件： 

( ) ( )ii
h ff ξξ = ， i∀                         (3.3) 

因而得到一線性系統 
bAx =                              (3.4) 

其中矩陣及向量元素分別為 

[ ] ( )j ii j
A ψ ξ= ， [ ] ( )ii

f ξ=b ， pNji ,,2,1, L=∀          (3.5) 

在系統(3.4)中的向量x即為未知係數 Id ，可利用高斯消去法解此線性系統。但若

考慮較多的配置點時，例如使用 pN×2 或 pN×4 個配置點時，則線性系統(3.4)將

變成一最小二乘系統，此時則需選用 QR 分解法或 SVD 分解法解此系統。 
     

理論上若被近似函數的 1n + 階導函數是可積，可證明具有下列收斂行為[10] 

( ) ( ) 1
1,,

( )h n
n

f x f x ca f x+ −
+ ΩΩ

− ≤ l

l
               (3.6) 

其中 0≥l ， a代表核心函數的半徑。當 l =0 時上述之估計式變成 

( ) ( ) 2

1
1,,

( )h n
nL

f x f x ca f x+
+ ΩΩ

− ≤                (3.7) 
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其中 1,2,3,n = K。 
 

表一是誤差結果，其中採用等距質點集，並且配置點集的數目與位置相同於

質點集，而核心函數半徑 hna ⋅+= )1( ，其中 1/( 1)ph N= − 。前面提過，核心基

底函數的半徑需隨階數增加而增大，如此一來，M 矩陣才不至於變成奇異矩陣，

基底函數可順利建構出來。隨 n 增加收斂行為越好。 
 

1n =  2n =  3n =  

pN  2L

hff −  pN  2L

hff −  pN  2L

hff −  

6 
11 
21 

3106.7 −×  
3109.1 −×  
4109.4 −×  

6 
11 
21 

34.70 10−×  
41034.4 −×  
51099.3 −×  

6 
11 
21 

41012.4 −×  
61000.5 −×  
71047.1 −×  

 
表一：使用一至三階基底函數做函數逼近所產生之誤差 

     
 
    由擾動理論可知當線性系統(3.4)的左右邊有擾動時，其解的相對誤差與矩陣

A的 condition number 有密切關係：系統解的相對誤差是矩陣 condition number
乘上右端向量的相對誤差。藉由觀察 condition number，即可知此系統的穩定性。 
 

探討穩定性共有兩種情況，分述如下（詳細證明請參閱附錄 A）。 
 

第一種擾動狀況：僅系統右邊向量有微擾。假設 xxx Δ+=ˆ 是下列系統 
 

bbxA Δ+=ˆ                                 (3.8) 
 

的解，則可以證明得到下列估計式 [11] 

≤
Δ

=
−

x
x

x
xx̂

Cond(A)
b
bΔ

                       (3.9) 

其中 Cond(A)為矩陣A 的 condition number。傳統定義是矩陣A 最大特徵值除上

最小特徵值。 
 

第二種擾動狀況：系統左邊矩陣及右邊向量皆有微擾。假設 xxx δ+=~ 是下

列系統 



 
 
 

13

( )δ δ+ = +A A x b b%                           (3.10) 

的解，則可證明得出 [12] 

Cond( )

1 Cond( )

δ δ δ
δ

⎧ ⎫− ⎪ ⎪= ≤ +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭−

x x x A bA
Ax x A bA

A

%
            (3.11) 

附註: 當 0δ =A 時，則(3.11)式中的 /δA A 項為零，因此，(3.11)式的右端

最後是等於(3.9)式的估計。相應於表一，我們選用相同的質點集及配置點集，所

計算出的 condition numbers 列於下面表中。 
 

1n =  2n =  3n =  

pN  Cond(A) pN  Cond(A) pN  Cond(A) 

6 
11 
21 

1.53 
1.58 
1.60 

6 
11 
21 

1.45 
1.58 
1.62 

6 
11 
21 

2.68 
6.54 
8.77 

 
表二：一至三階基底函數所形成矩陣A 之 condition numbers 

 
值得注意的是當再生核心基底函數階增加時，由 1n = 至 3n = ，系統的規模

並不像有限元素法一樣增大。不同階所形成的矩陣A，其實都一樣大，差別在於

形成矩陣 A 中的元素所花時間不同。從表二可觀察出，當 1n = 由變到 3n = 時

condition numbers並沒有太劇烈的增加。而下列表三是使用 “傳統多項式基底＂ 
逼近後所得到的 condition numbers。 
 

pN  Cond(A) 

6 
11 
21 

31092.4 ×  
81016.1 ×  
161006.8 ×  

 
表三：傳統多項式基底所形成矩陣A 之 condition numbers. 

 
兩相比較之下，採用 local 的核心基底做函數逼近所得之結果，比較起 global 的
基底算是相當穩定的。 
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第二節 偏微分方程解 

 
接下來我們將再生核心基底函數配合配置法（collocation method）求解微分

方程。考慮一簡單卜松問題如下 
 

fu =Δ−       inΩ                               (3.12) 

1qu =υ         on NΓ                              (3.13) 

2u u qυ β+ =     on RΓ                             (3.14) 
 

其中 RN Γ∪Γ=Ω∂ 且 φ=Γ∩Γ RN ，且 0>β ，而υ代表外法向量。由配置法[3]得
到的最優解 Ru 滿足下列泛函問題 
 

( ) ( )ˆ ˆminR

V
E u E v

ν∈
= ,  V=span{ }

pNψψψ ,,, 21 L           (3.15) 

其中離散泛函 ( )Ê ⋅ 定義如下： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2
1 2

1 ˆ ˆ ˆˆ
2 N R

E v v f d v q d v v q dυ υ βΩ Γ Γ= ∫ Δ + Ω+ ∫ − + ∫ + −l l      (3.16) 

其中 ∫̂代表數值積分，而近似解 v定義如前述 

( )∑
=

=
pN

I
II xav

1
ψ                          (3.17) 

『泛函極小化問題』可等價於下面『非方陣型線性系統之求解問題』 
 

( ) ( )
1

pN

J I J I J J
I

a fα ψ ξ α ξ
=

− Δ =∑ ， Ω∈∀ Jξ               (3.18) 

( ) ( ), 1
1

pN
N N

J I J I J J
I

a qυα ψ ξ α ξ
=

=∑ ， NJ Γ∈∀ξ              (3.19) 

{ }( ) ( ), 2
1

pN
R R

J I I J I J J
I

a qυα ψ βψ ξ α ξ
=

+ =∑ ， RJ Γ∈∀ξ       (3.20) 

 
其中配置點 Jξ 在定義域內及邊上均勻分佈，共計有 cN 個點。我們將(3.18) - (3.20)
式改寫為一線性系統如下 
 

=F y r                             (3.21) 
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其中F是一 pc NN × 的矩陣， pc NN > ，r是一 1×cN 的向量，而 cN 是配置點總數

目。於此，我們選用較多的配置點原因是在證明收斂性時必要的條件 [3]。 
 

我們先來看收斂性，需定義範數如下 

 

{ }
1

2 2 2 2 2
1, 0, 0, 0,N RH

v v v v v vυ υ β
Ω Ω Γ Γ

= + Δ + + +               (3.22) 

 
可證明得到最優誤差估計如下[7, 10] 
 

1
1,

minR n
H nH V

u u u v Ca u
ν

−
+ Ω∈

− ≤ − ≤                 (3.23) 

 
由上面的估計式可得知：當使用再生核心基底函數用來求解微分方程時，基底的

階必須至少二階， 2n ≥ ，才有收斂的行為。 

 

我們考慮一維卜松方程，藉以了解此方法的收斂性質 

 
2''( ) sin , 0 1u x x xπ π− = < <  

0)0( =u  

0)1( =u  

 

僅觀察 Sobolev 一範數的誤差變化情形，結果列表如下： 

 

1n =  2n =  3n =  

pN  
Ω

−
,1

Ruu  pN  
Ω

−
,1

Ruu  pN  
Ω

−
,1

Ruu  

6 
11 
21 

11059.6 −×  
11032.6 −×  
11027.6 −×  

6 
11 
21 

11008.1 −×  
21099.1 −×  
31050.3 −×  

6 
11 
21 

31080.8 −×  
41080.2 −×  

51061.1 −×  

 

表四：一至三階基底函數所產生收斂行為 

 

從表四中可看出，的確在一階， 1n = ，時是不收斂的。更多收斂結果參閱論文[7]。 

 

接下來觀察穩定性，在此方面我們同樣得先了解擾動分析。共分二種情況分
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r 

Fy= Pr 
 

θ 

述如下（詳細證明請參閱附錄 B）。 

 

第一種擾動狀況：僅系統右邊向量有微擾。假設 yyy Δ+=ˆ 是下列非方陣系

統 

ˆ = + ΔF y r r                              (3.24) 
 

的解，則可得到誤差估計如下 

ˆ P
Cond( )

P
− Δ Δ

= ≤
y y y r

F
y y r

                    (3.25) 

其中Cond( )F 為矩陣F的 condition number 。傳統定義為矩陣F最大奇異值除以

最小奇異值。此外，P 代表投影算子，其定義為 ( ) 1
P T T− += =F F F F FF ，而 +F 是

F的偽逆矩陣[12]。 
 

第二種擾動狀況：在系統左邊矩陣及右邊向量皆有微擾。假設 δ= +y y y% 是

下列系統 

( )δ δ+ = +F F y r r%                          (3.26) 

的解，可證明出 

( ) ( )2

Cond( ) sec
1 Cond( )

F F

F F F

δ ε ε ε ε θ
ε ε ε

− + ⋅ + ⋅
= ≤ ⋅

− + + ⋅
r ry y y F

y y F
%

           (3.27) 

其中 

δ
ε =F

F
F

，
δ

ε =r

r
r

，
Pδ

ε =r

r
r

， ( ) P
cos θ = =

F y r
r r

      (3.28) 

角度θ是向量r及 F y 的夾角。       

 

附註: 當 δ F=0 時，則(3.27)中的 / 0Fε δ= =F F ，因

此，(3.27)式的右端變成 

⋅≤=
−

ry
y

y
yy

ε
δ~

Cond(F) ( )θsec⋅  
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=Cond(F) 
P

P
δ

⋅ =
r r

r r
Cond(F)

P
P
δr
r

               (3.29) 

等同於(3.25)式的估計。 
 

前面提到用再生核心函數求解方程其階至少需為二階， 2n ≥ ，請參考表四。

因此，我們檢試穩定性時，僅考慮 2n = 及 3n = 。下列表五是系統(3.21)矩陣 F 的

condition numbers。 

 
2n =  3n =  

pN  Cond(F) pN  Cond(F) 

6 
11 
21 

359.2 
1991.3 
11085.4 

6 
11 
21 

404.1 
2063.7 
11401.1 

 

表五：二及三階基底所形成矩陣F之 condition numbers。 

 

從表五可觀察出 condition numbers 隨質點數 pN 增加及階數 n增加而增大。 

 

接下來我們將針對 condition numbers 之增加情況，給出一明確的估計式。在

前面已提及偏微分方程的最優解 Ru 是透過泛函極小的方式得到，它同時等於下

列離散的變分形式 

( ) ( )vFvuB R ˆ,ˆ =  

其中雙線性及線性形式定義如下 

( ) ( ) ll dvudvuvduvuB vvv RN
β+∫+∫+ΩΔΔ∫= ΓΓΩ

ˆˆˆ,ˆ                (3.30) 

( ) ( )1 2
ˆ ˆ ˆˆ

N R
F v f v d q v d q v v dυ υ βΩ Γ Γ= − ∫ Δ Ω+ ∫ + ∫ +l l             (3.31) 

我們需再定義一個新的範數如下 

( )vvBv
E

,ˆ2
=                                             (3.32) 

此離散範數可進一步表示為 
2

:T T T
E

v = =y F F y y G y                                   (3.33) 
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其中矩陣 F 及向量y 就是在線性方程組(3.21)中的矩陣及向量。 
 

我們可得到下列兩組關係式[10] 

EEE
vcvvc 21 ≤≤                              (3.34) 

3 40, 2,E
c v v c v

Ω Ω
≤ ≤                           (3.35) 

其中
E

v 代表相應
E

v 連續型態的範數，其定義如下 

( )vvBv
E

,2 =                                    (3.36) 

而 ( ),B ⋅ ⋅ 是指不具積分近似的雙線型式，在(3.35)式中的範數
2,Ω

⋅ 則代表標準

Sobolev 二範數。 
 

根據 Rayleigh-Ritz 定理可得到矩陣G 之最大及最小特徵值的界分別為 

( )
22

31 0,min min min min
T

E
T T T

c vc v
λ Ω= ≥ ≥

y GyG
y y y y y y

                 (3.37) 

( )
22

42 2,max max min max
T

E
T T T

c vc v
λ Ω= ≤ ≤

y GyG
y y y y y y

               (3.38) 

 
接下來再使用第二章第四節所提到的反估計式，可進一步得到G 矩陣的 condition 
number 的界如下 

Cond(G) ( )
( )

2 24 8
3 52, 0, 4 8

2 2
4 40, 0,

max
min

c v c a n v
C a n

c v c v

κλ
κ

λ

−
Ω Ω −

Ω Ω

= ≤ ≤ ≤
G
G

        (3.39) 

最後，可得到 F 矩陣的 condition number 的上界為 

Cond(F)={Cond(G)}1/2 42~ naC −≤                  (3.40) 

其中常數C~與覆蓋數κ 有關。 

 
所以，矩陣F的 condition number 與再生核心基底的半徑有直接關聯。而此

半徑又與質點距離成正比關係， ( 1)a n h= + ⋅ 。因此，更清楚來說 condition number
與質點距成平方反比的關係 



 
 
 

19

Cond(F)
( )

2
2

4

1
−⋅

+
≤ h

n
nC                         (3.41) 

質點距與質點數具下列關係 

( )1−Ο≈ pNh                               (3.42) 

進一步可得 

Cond(F) ( )22
pNnΟ≈                           (3.43) 

 

所以，condition number 將隨質點數增加而呈平方倍數增大。 

 

我們回頭檢視表五，由呈現的數據可看出質點數 pN 加倍時 condition number

約增加 5 倍左右。此外，condition numbers 與再生核心基底函數的階數 n也有些

許關聯。 

 

當 pN 數大時( 21pN = )，階數 n 由 2n = 改變至 3n = 時 condition numbers 變

化不大，所以使用高階基底函數能有較好收斂行為，請參考表四，且 condition 
number 與低階基底相比也不會過大。建議可考慮使用三階基底。 
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第四章 穩定性之深入探討 

 

第一節 新穩定性之估計方式 

     

我們在第三章已探討過線性系統的擾動理論。其中 condition number 是扮演

相當重要的角色，傳統 condition number 定義如下 
 

『方陣型』線性系統： bx =A ，其中 nnA ×∈R ， nRb∈ ，定義為 
 

Cond(A)
min

max

λ
λ

=                          (4.1) 

『非方陣型』線性系統： ry =F ，其中 nmF ×∈R ， mRr∈ , m n> ，定義為 
 

Cond(F)
min

max

σ
σ

=                          (4.2) 

 
然而有一些新的研究[13,14] 指出有更好的擾動理論。因而衍生出新的 condition 
number 定義，稱之為 effective condition number，它與線性系統右端向量有關，

其估計式如下 

Cond_E(A)
2 2

2
2( )

n
nCond

β
β

=
−

+

b

b
A

                     (4.3) 

其中 nβ 是矩陣 A 對角化中第 n 個特徵向量與 b 的內積，也就是 TU U= ΛA ，

( )nU uuu L,, 21= ，其中 

bu ⋅= T
nnβ                              (4.4) 

由(4.3)中可看出當 0=nβ 時，Cond_E(A)就回歸到傳統 Cond(A)。在一般 0≠nβ 之

情形下，可知 
 

Cond_E(A)<Cond(A)                         (4.5) 
 

詳細推導及証明我們放在本章第三節中。 
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同樣地，對於非方陣型線性系統，我們亦可得相似的 effective condition 

number，定義如下 

Cond_E(F)
2 2

2

Cond( )
n

n

β
β

=
−

+

r

r
F

                       (4.6) 

 
其中 nβ 是矩陣 F 奇異分解中，將U 第n 個向量與系統右端 r 向量之投影量 Pr 作

內積，也就是 TU V= ΣF ， ( )mU uuu L,, 21= ，其中 

T
n n Pβ = ⋅u r                            (4.7) 

而投影算子定義如下 

( ) 1
P T T− += =F F F F FF                        (4.8) 

其中 +F 為 F 之偽逆矩陣。同樣地，可觀察出當 0=nβ 時， Cond_E( )F 會等於

Cond( )F 。在一般情形 0≠nβ ，新的 conditon number 比傳統的小一些 
 
Cond_E(F)<Cond(F)                      (4.9) 

 
詳細推導過程放在本章第三節中。 
 

第二節 數值範例 

 

考慮一維卜松方程 

2''( ) sin , 0 1u x x xπ π− = < <                                 (4.10) 

0)0( =u                                                  (4.11) 

0)1( =u                                                   (4.12) 

於此，我們同時計算出“新的 condition number＂與“傳統 condition number＂，

並作比較。下列表六是選用二階核心基底函數（ 2n = ）的結果，而表七則是採

用三階基底函數（ 3n = ）的結果。 
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pN  1/( 1)ph N= −  Cond(F) Cond_E(F) 1 maxσ σ= minnσ σ=  nβ  

6 1/5 359.2 44.3 207.3 0.577 -0.699 

7 1/6 563.9 46.2 301.3 0.534 -0.737 

9 1/8 1147.4 50.4 540.8 0.471 0.782 

11 1/10 1991.3 54.7 848.9 0.426 -0.807 

13 1/12 3125.8 58.7 1225.9 0.392 -0.824 

17 1/16 6373.6 66.2 2185.9 0.343 0.843 

21 1/20 11085.4 73.0 3420.7 0.309 -0.855 

 

表六：新的與傳統的 condition numbers 之比較（ 2n = ） 

 

pN  1/( 1)ph N= −  Cond(F) Cond_E(F) 1σ  nσ  nβ  

6 1/5 404.1 42.5 233.2 0.577 0.730 

7 1/6 598.2 45.0 319.7 0.534 0.757 

9 1/8 1194.4 49.9 562.9 0.471 0.791 

11 1/10 2063.7 54.3 879.8 0.426 0.812 

13 1/12 3229.7 58.5 1225.9 0.392 0.827 

17 1/16 6565.2 66.1 2251.6 0.343 -0.845 

21 1/20 11401.1 72.9 3518.1 0.309 0.856 

 

表七：新的與傳統的 condition numbers 之比較（ 3n = ） 

 

可從表六及七看出 nβ 值並不小， 9.07.0 << nβ ，其中 nβ 即是向量 nu 與系統右
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端向量 r 的投影量內積之結果。所以，Cond_E(F)比 Cond(F)小許多。假若 0→nβ

時，則 Cond_E(F)值將與 Cond(F)的值差不多。針對不同系統（來自於不同微分

方程） nβ 值會不同，所以 condition number 有不同程度的改進。 

 

考慮另一卜松方程如下： 

( ) 10,'' <<= xexu x                                  (4.13) 

( ) 10 =u                                             (4.14) 

( ) eu =1                                             (4.15) 

與前一範例相比較，因問題解不同，所以線性系統左端矩陣相同，但右端向量不

同。表八及表九分別是選用二階及三階基底函數的計算出之結果。由表八及表九

可看出此範例的 effective condition number 比上一個例子小許多，而其 nβ 值比上

一個例子大些，因為 5.24.2 << nβ 。同樣地，當 0=nβ 或 0→nβ 時， )F(E_Cond

將等於 )F(Cond 。 

 

pN  1/( 1)ph N= −  Cond(F) Cond_E(F) 1σ  nσ  nβ  

6 1/5 359.2 3.34 207.3 0.577 -2.468 

7 1/6 563.9 3.65 301.3 0.534 2.462 

9 1/8 1147.4 4.20 540.8 0.471 2.454 

11 1/10 1991.3 4.69 848.9 0.426 -2.449 

13 1/12 3125.8 5.13 1225.9 0.392 -2.446 

17 1/16 6373.6 5.92 2185.9 0.343 2.442 

21 1/20 11085.4 6.61 3420.7 0.309 -2.440 

 

表八：新與傳統 condition numbers 之比較（ 2n = ） 



 
 
 

24

 

pN  1/( 1)ph N= −  Cond(F) Cond_E(F) 1σ  nσ  nβ  

6 1/5 404.1 3.34 233.2 0.577 2.469 

7 1/6 598.2 3.65 319.7 0.534 2.462 

9 1/8 1194.4 4.20 562.9 0.471 2.454 

11 1/10 2063.7 4.69 879.8 0.426 2.450 

13 1/12 3229.7 5.13 1225.9 0.392 -2.446 

17 1/16 6565.2 5.91 2251.6 0.343 -2.442 

21 1/20 11401.1 6.61 3518.1 0.309 2.440 

 

表九：新與傳統 condition numbers 之比較（ 3n = ） 

     

從表六至表九可觀察出：effective condition number 的增長是相當緩慢地。可估計

出大約是下列成長的速率 

Cond_E(F) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Ο≈ 2

1

pN                       (4.16) 

與傳統估計相比 

( )≈Ο 22
pNn Cond(F)>Cond_E(F) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Ο≈ 2

1

pN             (4.17) 

兩數值結果與理論分析相吻合。 

 

第三節 Effective condition numbers 之推導 

 
首先針對『方陣型』線性系統作相對誤差界之推導。 

 

定理 1： 考慮一滿秩的方陣型線性系統， bx =A ，其中 nnRA ×∈ ， ,n nR R∈ ∈x b 。
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矩陣 A可對角化，其特徵向量及特徵值之關係為： nλλλ L≥≥ 21 ， iiiA uu λ= ， i∀ 。

我們假設 xxx Δ+=ˆ 滿足 
 

( )+ Δ = + ΔA x x b b， nR∈Δx ， nR∈Δb               (4.16) 
 

則存在相對誤差 

≤
Δ

x
x

Cond_E(A)
b
bΔ

×                      (4.17) 

其中  

Cond_E(A)
2

n2

2
n

2

)A(Cond
β+

β−
=

b

b
,   bu T

nn =β         (4.18)。 

證明： 

假設 A為滿秩對稱矩陣，則可對角化， TUUA Λ= ，其中 =Λ diag ),,,( 21 nλλλ L ， 

021 >≥≥≥ nλλλ L ，且 ),,,( 21 nU uuu L= ， ijj
T

i δ=uu 。 因為 iiiA uu λ= ，所

以可得 

i
i

iA uu
λ
11 =− ， i∀                              (4.19) 

令 ∑
=

=
n

i
ii

1
ub β ，則 bu T

ii =β 且 

2

1

n

i
i
β

=

= ∑b                               (4.20) 

我們再令 ∑
=

=Δ
n

i
ii

1
ub α ，則 bu Δ= T

iiα ，所以 

∑
=

=Δ
n

i
i

1

2αb .                             (4.21) 

藉由 (4.19)，我們可得 

∑∑
=

−

=

−− ===
n

i
ii

n

i
ii AAA

1

1

1

11 uubx ββ ∑∑
==

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

n

i
i

i

i
n

i
i

i
i

11

1 uu
λ
β

λ
β      (4.22) 
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因此 

∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

n

i i

i

1

2

λ
βx .                           (4.23) 

相似地，我們可得 

∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Δ

n

i i

i

1

2

λ
αx .                       (4.24) 

結合 (4.24)及(4.21)，我們可推得 

2

2

2
1

2

1
2

2
2

nn

n

i
in

i i

i

λλ

α

λ
α b

x
Δ

=≤=Δ
∑

∑ =

=

 

兩端取方根  
 

nλ
b

x
Δ

≤Δ                            (4.25) 

再利用 (4.23)，我們得到 
 

∑∑
−

==

+==
1

1
2

2

2

2

1
2

2
2

n

i n

n

i

i
n

i i

i

λ
β

λ
β

λ
βx 2

2

2
1

1

1

2

n

n

n

i
i

λ
β

λ

β
+≥

∑
−

=

( )

2 2
2

22
1

1
/

n
n

n n

β
β

λ λ λ

⎧ ⎫−⎪ ⎪= +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

b
    (4.26) 

兩端取方根 

2
n2

2
n

2

n )A(Cond
1

β+
β−

λ
≥

b
x                    (4.27) 

結合 (4.25) 和 (4.27) ， 

2
n2

2
n

2
n

n

)A(Cond
β+

β−

λ
⋅

λ
Δ

≤
Δ

b

b
x
x

 

b
b

b

b Δ
⋅

β+
β−

=
2

n2

2
n

2

)A(Cond

b
bΔ

×= )(_: AECond           (4.28) 

 

其中 Cond(A) 
nλ

λ1= 。 
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接下來針對『非方陣型』線性系統做推導。 
 

定理 2： 考慮一滿秩非方陣線性系統 A =y b ，其 ,m nA R m n×∈ ≥ ， nR∈y ，

mR∈b 。矩陣 A可作奇異值分解， TA U V= Σ ，它的奇異值與左特徵向量及右特

徵向量之關係為 ,i i iA iσ= ∀v u ， 1 2 0nσ σ σ≥ ≥ >L 。我們假設 ˆ = + Δy y y滿足 

 

( ) , ,n nR R+ Δ = + Δ Δ ∈ Δ ∈A y y b b y b                  (4.29) 

 
則存在相對誤差 

≤
Δ
y
y

Cond_E(A)
b
b

P
PΔ

×                        (4.30) 

其中 

Cond_E(A)
2

n2

2
n

2

)A(Cond
β+

β−
=

b

b
,  bu T

nn =β         (4.31) 

且 P=Ay b ， P 為正交投影算子。 
 

證明： 

設矩陣 A  為滿秩，則具有 SVD 分解， TVUA Σ= ，其中 ( )mU uuu ,,, 21 L= ，且  

( )nV vvv ,,, 21 L= ， 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Σ

0

2

1

nσ

σ
σ

O ，  021 >≥≥≥ nσσσ L  

,T T
i j ij i j ijδ δ= =u u v v 。進一步可得 AV U= Σ，即 ,i i iA iσ= ∀v u ，或記作 

1 ,i i
i

A i
σ

+ = ∀u v                           (4.32) 

令 ∑
=

=
n

i
iiP

1

ub β ，則 bu PT
ii =β 且 
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2

1

n

i
i

P β
=

= ∑b                            (4.33) 

我們再令 ∑
=

=Δ
n

i
iiP

1

ub α ，則 bu Δ= PT
iiα ，可得 

∑
=

=Δ
n

i
iP

1

2αb                                (4.34) 

從 (4.32)，且因為 ( ) 0=−+ PIA 我們可得 
 

∑
=

+++ ===
n

i
iiAPAA

1

ubby β
1 1 1

1n n n
i

i i i i i
i i ii i

A ββ β
σ σ

+

= = =

⎛ ⎞
= = = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑u v v   (4.35) 

因此 

∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

n

i i

i

1

2

σ
βy                          (4.36) 

相似地，可得 

∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Δ

n

i i

i

1

2

σ
αy                          (4.37) 

結合(4.34)及(4.37)，我們可得 

                  2

2

2
1

2

1
2

2
2

nn

n

i
in

i i

i P
σσ

α

σ
α b

y
Δ

=≤=Δ
∑

∑ =

=

                   (4.38) 

兩端取方根    

n

P
σ

b
y

Δ
≤Δ                              (4.39) 

從 (4.36) 式，我們進一步可得 

∑ ∑
=

−

=

+==
n

i n

n
n

i i

i

i

i

1
2

21

1
2

2

2

2
2

σ
β

σ
β

σ
βy 2

2

2
1

1

1

2

n

n

n

i
i

σ
β

σ

β
+≥

∑
−

=

( )

2 2
2

22
1

1
/

n
n

n n

P β
β

σ σ σ

⎧ ⎫−⎪ ⎪= +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

b
    (4.40) 

 
因此，得到 

                   2
n2

2
n

2

n )A(Cond
P1

β+
β−

σ
≥

b
y                          (4.41) 
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結合 (4.39) 及 (4.41)  
 

                
2

n2

2
n

2
n

n

)A(Cond
P

P

β+
β−

σ
⋅

σ
Δ

≤
Δ

b

b
y
y

 

b
b

b

b
P

P

)A(Cond
P

P

2
n2

2
n

2

Δ
⋅

β+
β−

=
b
b

P
P

)A(E_Cond:
Δ

×=         (4.42) 

 

其中 Cond(A) 
nσ

σ 1= 。 
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第五章 結論 
     

本論文主要研究再生函數配置法的穩定性，但先探討擾動性：系統解的相對

誤差是矩陣 condition number 乘上右端向量的相對誤差。 

 

由第三章分析之結果可知利用再生函數配置法求偏微分方程所得到之線性

系統 =Fy r ，傳統之 condition number 與再生函數的階數 n及再生核心基底函數

pN 成平方正比關係 

Cond(F) ( )22
pNnΟ=                        (5.1) 

又可寫成 

Cond(F) ( )22 −Ο≈ hn ,   1−= pNh                 (5.2) 

 

此結果相似於有限元素法及有限差分法，是相當穩定的方法。 

 

而在第四章我們探討較新式的 condition number，稱為 effective condition 

number，其實這 effective condition number 比起傳統 condition number 是更精確地

描述穩定性，因為它與線性系統右端項r密切相關。 

 

因此，effective condition number 是比較客觀的一個指標。當一個方程的邊界

條件有更改時，系統 ry =F 的右端r就會有些許更改， nβ 就有些不同，因此系統

的擾動也會有些許不同。只要 0≠nβ ，新的 condition number 一定比傳統的

condition number 來的小。因此，系統解的相對誤差並比想像中的好。 
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附錄 A  方陣型線性系統  

 
考慮 bx =A ， nnRA ×∈ ，是一滿秩方陣型矩陣， ,n nR R∈ ∈x b ，其特徵值分別

為 nλλλ L≥≥ 21 ，特徵函數 u1,u2,…,un，並滿足 iiiA uu λ= , i∀  
 
第一種情形： bbxx Δ+=Δ+ )(A ，其中 nR∈Δx ， nR∈Δb  則存在誤差邊界 

≤
Δ
x
x

Cond(A)
b
bΔ

                       (A.1) 

其中  

Cond(A)
min

max

λ
λ

=                         (A.2) 

 
第二種情形： ( )( )A Aδ δ δ+ + = +x x b b ， nn RbRx ∈∈ δδ , 。其中 ,nmRA ×∈δ 則

存在誤差邊界 
 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ δ

+
δ

δ
−

≤
δ

b
b

x
x

A
A

A
A

)A(Cond1

)A(Cond                  

(A.3) 
其中 Cond(A)的定義如 (A.2)。 
 
證明一： 
 
因為 bbxxxx Δ+=Δ+=Δ+ )(AAA 且 bx =A 。因此， bx Δ=ΔA 或 bx Δ=Δ −1A 。

我們可得 

bx Δ≤Δ −1A                        (A.4) 

另外，我們得到 

xb A≤                           (A.5) 

將(A.5)整理可得 

bx
A

≤
1                           (A.6) 
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結合(A.4)和(A.6) 則有下列估計 
 

1A A−Δ Δ
≤

x b
x b

:= Cond(A)
b
bΔ

             (A.7) 

其中
2

A A= 。因為 1max)( λλρ === ii

T AAA ，且
niii

i
A

λλλ
1

min
11max1 ===−  

所以 Cond(A)
nλ
λ1= 。 

 
證明二： 
 

因為 ( )( ) bbxx δδδ +=++ AA 且 bx =A 。因此，我們得 ( )A A Aδ δ δ δ+ = −x b x 

或寫作 

( ) ( )1A A Aδ δ δ δ−= + −x b x                     (A.8) 

進一步可得 

( ) ( )1A A Aδ δ δ δ−≤ + +x b x                   (A.9) 

其中  

( ) ( ) ( )1 1 11 1 1 1A A I A A A I A A Aδ δ δ
− − −− − − −+ = + ≤ +  

1 1

1 11 1

A A

A A A Aδ δ

− −

− −
≤ ≤

− −
                   (A.10) 

將(A.10)放入(A.9)，可得 

{ }
1

11

A
A

A A
δ δ δ

δ

−

−
≤ +

−
x b x  

1

11

A A A
A AA A
δ δ

δ

−

−

⎧ ⎫⎪ ⎪= +⎨ ⎬
− ⎪ ⎪⎩ ⎭

b x
                 (A.11) 

此外，我們可得 

bx
A

≤
1                              (A.12) 
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整理可得 

bx
11

≤
A

                           (A.13) 

 
結合(A.11) - (A.12)及 (A.13)，我們可得 
 

1

11

A A A
A A AA A

A

δ δ δ
δ

−

−

⎧ ⎫⎪ ⎪≤ +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭−

x b
x x

 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ δ

+
δ

δ
−

≤
A
A

A
A

)A(Cond1

)A(Cond
b
b

              (A.14) 
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b 

θ
 

Ay= Pb 
 
 

附錄 B 非方陣型線性系統 

 
考慮 A =y b其中 ,m nA R m n×∈ ≥ ，是一滿秩非方陣型矩陣， ,n mR R∈ ∈y b 。將 A

作奇異質分解， TVUA Σ= ， i i iA σ=v u ，其奇異值關係為 021 >≥≥ nσσσ L , i∀  

 
第一種情形：  ( ) bbyy Δ+=Δ+A ，其中 ,n mR RΔ ∈ Δ ∈y b 。則存在誤差界 
 

≤
Δ
y
y

Cond(A)
b
b

P
PΔ

                        (B.1) 

其中 

Cond(A)
nσ

σ1=                             (B.2) 

且P 為正交投影， ( ) TT AAAAP 1−
= ， bu T

nn =β ， by PA = 。 

 

第二種情形：  ( )( )A Aδ δ δ+ + = +y y b b ，其中 ,m n nA R Rδ δ×∈ ∈y mR∈bδ, 。

則存在誤差界如下 

( ) ( )θ⋅
⋅ε+ε+ε−
⋅ε+ε⋅ε+ε

≤
δ

sec
)A(Cond1
)A(Cond

A
2

AA

bbAA

y
y

             (B.3) 

其中  

, ,A b b

A P
A
δ δ δ

ε ε ε= = =
b b

b b
, 

b
yA

=)cos(θ
b
bP

=      (B.4) 

 
角度 θ 為 向量 b 和 Ay 之間的角度。 
 
 
 
 
 
令 ,m nA R m n×∈ ≥ ， nm× 矩陣為滿秩，則 by =A  有唯一的最小二乘解，其滿



 
 
 

36

b 

Pb 
 

足 by TT AAA = 。 
 

最小二乘系統具有下列特性： 
 

(i) 我們表示 ( ) TT AAAA 1−+ ≡ ，則此解可表示為 by += A 。 A+  稱為 A的偽逆矩

陣。假如 m n= ，則 A是非奇異，且 ( ) ( ) 1111 −−−−+ === AAAAAAAA TTTT 。 

 
(ii)  令 TVUA Σ= ，為 A 的 SVD，其中 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Σ

0

2

1

nσ

σ
σ

O ， 021 >≥≥≥ nσσσ L  

因此  

( ) ( )( ) 11 1T T T T T T T T T T TA A A A V U U V V U V V V U
−− −+ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = Σ Σ Σ = Σ Σ Σ⎣ ⎦⎣ ⎦  

TT

n

UVVV Σ

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= −

−

1

1

2

2
2

2
1

σ

σ
σ

O
 

( ) T

n

TTTT UVUVUV

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Σ=ΣΣΣ= +−

σ

σ

1
0

1

:
11

O  

 
(iii) 令 += AAP 為 ( )R A 之上的正交投影，則 0)( =−+ PIA  且 A P=y b 。 

0)()( 1 =−=−=−=−=−=− +++++−+++++++ AAIAAAAAAAAAAAAPAAPIA TT  
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證明三： 
 
        假設 y  和 yyy Δ+=ˆ  分別為 by =A 和 bby Δ+=ˆA 的最小二乘解。 
則我們有 
             bbbbyyy Δ=−Δ+=−=Δ +++ AAA )(ˆ  

))(( bb Δ−+Δ= + PIPA  
( )A P A I P A P+ + += Δ + − Δ = Δb b b                      (B.5) 

因此 

                        A P+Δ ≤ Δy b                          (B.6) 

此外， 因 by PA =  

yb AP ≤                             (B.7) 

整理可得 

1 A
P

≤
y b

                            (B.8) 

結合(B.6)和(B.8)，則得到 
 

b
b

y
y

P
P

AA
Δ

≤
Δ + := Cond(A)

b
b

P
PΔ

           (B.9) 

 

因為 12222
σ=Σ=Σ=Σ== TT VVUAA , 

2 2
1T

n
A U V σ
+ + += Σ = Σ = 。

所以， Cond(A)
nσ

σ1= 。 

 
證明四： 
 

     假設  y  和 δ= +y y y%  分別為 by =A 和 ( )A Aδ δ+ = +y b b% 的最小二乘

解。則我們有 

( ) ( )A A Aδ δ δ+ += − = + + −y y y b b b%  

( ) ( )( ) ( ) ( )
1T TA A A A A A Aδ δ δ δ
−

+= + + + + −b b b  
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( ) ( )( )
1T T T T T TA A A A A A A A A A Aδ δ δ δ δ δ
− += + + + + + −b b b  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
11 1 1 1T T T T T T T T TI A A A A A A A A A A A A A A A A Aδ δ δ δ δ δ
−− − − − +⎡ ⎤= + + + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

b b b

 

然而 ( ) TT AAAA 1−+ = ，我們將 ( ) TT AAA δ
1−  記作 ∗A 。因此得到 

( ) ( )( )
1

I A A A A A A A A Aδ δ δ δ
−∗ + ∗ + ∗ += + + + + + −y b b b  

   ( ) ( )1
I A A A A A A A A Aδ δ δ δ

−∗ + ∗ + ∗ ∗≤ + + + + +b b b  

          ( ) ( )1
I A A A A A A A P A Aδ δ δ δ

−∗ + ∗ + ∗ ∗= + + + + +b b b            (B.10) 

因為 

        ( ) 1 1
1

I A A A A A A
A A A A A A

δ δ
δ δ

−∗ + ∗
∗ + ∗

+ + + ≤
− + +

 

( )AAAAAA δδ ∗+∗ ++−
≤

1
1           (B.11) 

且 

                               2A
A

A
δ

≤∗                        (B.12) 

(B.12)整理可得 

A
A

AA
δ

≤∗                       (B.13) 

此外 

by P
A

≤
1                          (B.14) 

結合 (B.10)至(B.14)，可得 
 

                 ( ) b
bbb

y
y

P
A

AAAAAA

AAPA
⋅

++−

++
≤

∗+∗

∗∗+

δδ

δδδ
1

     (B.15) 
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其中 

   , ,A b b

A P
A
δ δ δ

ε ε ε= = =
b b

b b
, ( )cos

P
θ =

b
b

 

因此，(B.15) 變為 

                   ( ) b
b

y
y

P)A(Cond1
)A(Cond

2
AAA

bAAb

ε+⋅ε+ε−
ε⋅ε+ε+ε⋅

≤
δ

 

( ) θ⋅
ε+⋅ε+ε−

⋅ε+ε⋅ε+ε
≤ sec

)A(Cond1
)A(Cond
2

AAA

bbAA           (B.16) 

其中 

                             Cond(A)
nσ

σ1=  

 
 
附註：當 0Aδ = ，則 0Aε = ，我們可得 

                       
b

b
y
y

P01
)A(Condb ⋅

−
⋅ε

≤
δ

 

=Cond(A) ] ]
b

b
b

b
P

P
⋅⋅

δ  

=Cond(A) 
b
b

P
Pδ

 

相當於(B.1)。 

 


