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Gerretsen 不等式之簡易證明

蘇偉欣∗ 莊憲政∗ 王道明† 胡豐榮∗

Abstract

設 ∆ABC 中, a , b 與 c 為其三邊長, s 為半周長。 本研究使用初等代換運算以及算術平均數大於等於幾何平

均數之方法, 推導得出下列 Gerretsen不等式:

16Rr−5r2
≤ s2

≤ 4R2 +4Rr +3r2
.

關鍵字: Gerretsen不等式, 半周長。

1 前言

歷年來, 奧林匹克數學競試的試題中, 履履出現不等式的證明題, 而這些題目中, 有些是關於三角形

的不等式 ( [3], [4], [5], [6]), 又最近( [1], [2]) 以三角形的外接圓半徑 R, 三角形內切圓半徑 r, 以及三

角形周長之半 s 等這些量, 來探討相關的幾何性質, 得到許多漂亮的結果。

在精讀( [1], [2]) 的文章後, 發現其引用了一個非常重要的不等式, 即下式之 Gerretsen不等式:

16Rr−5r2
≤ s2

≤ 4R2 +4Rr +3r2
,

該不等式在丁氏文章中扮演的角色, 如同歌西不等式的重要。 然而, 丁氏的文章中, 並未給予 Gerretsen

不等式證明, 在這樣的動機下, 我們於 Yahoo底下檢索了關於 Gerretsen不等式的訊息, 結果出人意料

的是沒有發現此不等式的證明法, 爰此, 我們嘗試使用最初等的手法, 挑戰 Gerretsen不等式的證明。

2 輔助性質

為了方便證明 Gerretsen不等式, 我們整理出下面重要的性質, 來輔助證明。

性質2.1.令三角形的三邊長與面積分別為 a, b, c, ∆, 則
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1. (1)abc = 4Rrs,

2. (2)ab + bc + ca = s2 +4Rr + r2,

3. (3)a2 + b2+ c2 = 2(s2−4Rr− r2),

證明: 由海龍公式 ∆ = rs =
√

s(s−a)(s−b)(s− c), 可得知

(s−a)(s−b)(s− c) = r2s.

因為 abc = 4Rrs, 所以 abc +(s−a)(s−b)(s− c)= 4Rrs+ r2s。 又因為

abc +(s−a)(s−b)(s− c) = abc +[s3
− (a + b + c)s2+(ab + bc + ca)s−abc]

= s3
−2s3+(ab + bc + ca)s = (ab + bc + ca)s− s3

,

所以 abc +(s− a)(s− b)(s− c) = 4Rr + rs, 故 ab + bc + ca = s2 + 4Rr + r2, 因此得證 (2)。 再由

(2) 可得知

a2+ b2+ c2 = (a + b + c)2
−2(ab + bc + ca)= 4s2

−2s2
−8Rr−2r2

,

所以 a2 + b2+ c2 = 2(s2−4Rr− r2), 故得證 (3)。

3 Gerretsen 不等式之下界證明

在本節旨在證明 16Rr−5r2 ≤ s2, 證明內容如下: 令 X = s−a,Y = s−b,Z = s− c, 不失一般性,

假設 X ≥ Y ≥ Z。 所以

X(X −Y)2 + Z(Y −Z)2 +(X −Y)(Y −Z)(X −Y + Z) ≥ 0.

另一方面, 因為

s(s2
−16Rr +5r2) = s

[

(2s2
−8Rr−2r2)− (s2+4Rr + r2)+8r2

−4Rr
]

= s
[

(a2 + b2+ c2)− (ab + bc + ca)+8r2
−4Rr

]

= s(a2 + b2+ c2)− s(ab + bc + ca)

+(b + c−a)(a + b− c)(a + c−b)−abc

= sb2
−2abs+ sa2

−ab2+2a2b−a3+ sc2
−2bcs

+sb2
−b2c +2bc2

− c3+ abs+2ab2
−a2b + bcs

−sb2 +2b2c−bc2+2ac2
−3abc−b3

−acs

= (s−a)(b−a)2+(s− c)(c−b)2

+(bcs− sb2
−acs+ abs)− (abc−ab2

−a2c + a2b)

+(b2c−b3
−abc + ab2)− (bc2

−b2c−ac2+ abc),
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且

s(s2
−16Rr +5r2) = (s−a)(b−a)2+(s− c)(c−b)2

+(s−a + b− c)(bc−b2
−ac + ab)

= (s−a)(b−a)2+(s− c)(c−b)2

+(b−a)(c−b)(s−a +b− c),

所以

s(s2
−16Rr +5r2) = X(X −Y )2 + Z(Y −Z)2 +(X −Y )(Y −Z)(X −Y + Z) ≥ 0,

即 s2−16Rr +5r2 ≥ 0 得證。

4 Gerretsen 不等式之上界證明

本節旨在證明 s2 ≤ 4R2 +4Rr +3r2, 證明內容如下:

由於

4r2s2(4R2 +4Rr +3r2
− s2) = a2b2c2 +4abc(s−a)(s−b)(s− c)

+12(s−a)2(s−b)2(s− c)2

−4s3(s−a)(s−b)(s− c)

= (X +Y )2(Y + Z)2(X + Z)2

+4(X +Y)(Y + Z)(X + Z)XYZ +12X2Y 2Z2

−4(X +Y + Z)3XYZ,

故

4r2s2(4R2 +4Rr +3r2
− s2) = (U +2V)2 +4V(U +2V)+12V2

−4V(X3 +Y 3 + Z3 +3U +6V)

= U2
−4V(X3 +Y 3 + Z3)−4UV

= X4(Y + Z)2 +Y 4(X + Z)2 + Z4(X +Y )2

+2X2Y 2(Y + Z)(X + Z)+2Y2Z2(X + Z)(X +Y )

+2X2Z2(Y + Z)(X +Y)−4XYZ(X3 +Y 3 + Z3)

−4XYZ(X2Y + XY2 + X2Z + XZ2+Y 2Z +YZ2),
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其中, 令 U = X2Y +XY2+X2Z +XZ2+Y 2Z +YZ2, V = XYZ。 根據算術平均數大於等於幾何平均

數, 我們有

X4(Y + Z)2 +Y4(X + Z)2 + Z4(X +Y)2 +2X2Y 2(Y + Z)(X + Z)

+2Y2Z2(X + Z)(X +Y )+2X2Z2(Y + Z)(X +Y )−4XYZ(X3 +Y 3 + Z3)

−4XYZ(X2Y + XY2 + X2Z + XZ2+Y2Z +YZ2)

≥ 4X4YZ +4XY4Z +4XYZ4 +2X2Y 2(Y + Z)(X + Z)

+2Y2Z2(X + Z)(X +Y )+2X2Z2(Y + Z)(X +Y )−4XYZ(X3 +Y 3 + Z3)

−4XYZ(X2Y + XY2 + X2Z + XZ2+Y2Z +YZ2),

這使得

4r2s2(4R2 +4Rr +3r2
− s2) = 2[(X2Y 2Z2

−X2Y 3Z −X3Y 2Z + X3Y 3)

+(X2Y 2Z2
−XY3Z2

−XY2Z3 +Y 3Z3)

+(X2Y 2Z2
−X2Y Z3

−X3Y Z2 + X3Z3)]

= 2[X2Y 2(Y −Z)(X −Z)+Y2Z2(X −Z)(X −Y )

−X2Z2(Y −Z)(X −Y )] ≥ 0.

因此得證

s2
≤ 4R2 +4Rr +3r2

.

5 結語

回顧我們對 Gerretsen不等式上下界的證明, 我們僅僅使用算術平均數大於等於幾何平均數的性質,

其餘都只是例行的初等代換運算。 因此, 我們的證明淺顯易懂。

「Gerretsen不等式」 對大多數人而言, 也許是陌生的名詞, 但此不等式的內容相信會讓許多看過的

人感到驚訝, 更加耐人尋味的是, Gerretsen不等式, 透過 ( [1], [2]) 的文章介紹後, 其在幾何學中亮眼

的地位, 應是無可置否。

對 Gerretsen不等式仍然意猶未盡的讀者, 可以利用一些特殊三角形, 例如正三角形、 直角三角形

等, 用來對不等式加以驗證。
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A Simple Proof of Gerretsen’s Inequality

Wei-Sin Su∗ Hsien-Cheng Chuang∗ Tao-Ming Wang† Feng-Rung Hu∗

Abstract

Let a , b , c ands be the sides and the semiperimeter of a triangle∆ABC, respectively. Our primary

objective is to show the following Gerretsen’s inequality by using an elementary method:

16Rr−5r2
≤ s2

≤ 4R2 +4Rr +3r2
.
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