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摘要摘要摘要摘要 

    在統計學中，中央極限定理(Central Limit Theorem)是一基礎且重

要的定理。而在初等機率論和數理統計教科書中，所寫的都是在動差

生成函數(Moment Generating Function)存在條件下，利用動差生成函

數去證明中央極限定理成立，但是所運用的數學觀念是較艱難的。本

文則是要運用 Proschan(2008)提出的想法去說明一維分配的中央極限

定理成立，它是利用機率函數(Probability Function)來近似分配為基本

概念，比較能讓統計學的初學者接受，然後再應用此方法，推廣到變

數是多維度的情況，說明中央極限定理也是成立的。 
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第一章第一章第一章第一章 緒論緒論緒論緒論 

第第第第 1.1 節節節節 背景及研究動機背景及研究動機背景及研究動機背景及研究動機 

中央極限定理(Central Limit Theorem)是機率理論及統計學中重

要且常用的定理。主要是指從平均數為 µ ，標準差為σ 的母體中，隨

機地抽取大小為n的獨立樣本 1, , nX X⋯ 。當樣本數 n很大時，其樣本平

均 ( )1n nX X X n= + +⋯ 減掉平均數 µ 再除以 nX 的標準差 nσ ，將會趨

近平均數為 0，標準差為 1 的常態分配(Normal Distribution)。 

我們在初等機率論和數理統計教科書中常見說明中央極限定理

成立的方法是利用動差生成函數(Moment Generating Function)，但是

需要動差生成函數存在才可運用，可參考 Hogg, Mckean, and Craig 

(2005, p.220-222) 。另外也有教科書是使用特徵函數(Characteristic 

Function)，它是利用複變函數(Complex Function)的基本概念去證明中

央極限定理成立，而且任何隨機變數的特徵函數皆存在，是一嚴謹的

證明，例如 Billingsley(1995, Section 27)。而以上兩種方法的數學觀念

都過於艱難，對於統計學的初學者來說，只會運用中央極限定理解題

目，卻不容易了解其概念，所以 Proschan(2008)提出利用機率函數

(Probability Function)去近似分配的想法去說明，想法比前面兩個方法

來的容易理解。不過 Proschan(2008)只利用二項分配 (Binomial 

Distribution)去說明中央極限定理成立，而本篇是沿用 Proschan(2008)
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的方法，除了在變數是一維度情況下說明中央極限定理成立，再利用

變數是一維度推廣到多維度，也去說明多維度情況下中央極限定理會

成立。上述這些將是本文接下來想要探討的部份。 
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第第第第 1.2 節節節節 研究架構研究架構研究架構研究架構 

本文主要介紹 Proschan(2008)提出的方法說明一維及多維分配的

中央極限定理成立。我們分成四章來討論。 

第一章的第 1.1節中簡單說明中央極限定理及本文的研究動機和

目的；第 1.2節敘述本文架構。 

第二章是利用 Proschan(2008)方法說明一維分配的中央極限定理

成立，第 2.1節是屬於離散型的卜瓦松分配(Poisson Distribution)；第

2.2節是屬於連續型的伽瑪分配(Gamma Distribution)。 

第三章是利用 Proschan(2008)方法說明多維分配的中央極限定理

成 立 ， 第 3.1 節 是 屬 於 離 散 型 的 多 項 式 分 配 (Multinomial 

Distribution)；第 3.2 節是屬於連續型的多項伽瑪分配(Mathi and 

Moschopulos’s Multivariate Gamma Distribution)。 

    第四章主要說明本篇使用的 Proschan(2008)方法與傳統上常用的

動差生成函數法 (Moment Generating Function)和特徵函數法

(Characteristic Function)之間的差異，且分析各自的優缺點。 
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第二章第二章第二章第二章 一維分配的一維分配的一維分配的一維分配的定理說定理說定理說定理說明明明明 

    一維分配的中央極限定理是指從平均數為µ ，標準差為σ 的母體

中，隨機地抽取大小為n的獨立樣本 1, , nX X⋯ 。當樣本數n很大時，其

樣本平均 ( )1n nX X X n= + +⋯ 減掉平均數 µ 再除以 nX 的標準差 nσ ，

將會趨近平均數為 0，標準差為 1 的常態分配。 

本章是利用 Proschan(2008)方法說明一維分配的中央極限定理成

立，我們選擇了兩個分配做為舉例，第 2.1節是屬於離散型的卜瓦松

分配，而第 2.2節是屬於連續型的伽瑪分配。 

第第第第 2.1 節節節節 卜瓦松卜瓦松卜瓦松卜瓦松分配分配分配分配 

    首先我們利用 Proschan(2008)方法說明隨機變數是卜瓦松分配

時，中央極限定理會成立，說明過程如下: 

    假設 1, , nY Y⋯ 是一組獨立且具有相同分配的隨機變數服從卜瓦松

分配，其平均數為λ，而 iY 的機率質量函數(Probability Mass Function)

為 

                   ( ) ,  0,1, 2,
!

iy

i i

i

e
f y y

y

λλ−

= = ⋯ 

其中 1, ,i n= ⋯ ，參數 0λ > ，則 ( ) ( )( )exp 1
i

t

YM t eλ= − 是 iY 的動差生成函

數，然後令
1

n

i

i

X Y
=

= ∑ ，因 1, , nY Y⋯ 分配相同且獨立，所以 X 的動差生成

函數可寫成 
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          ( ) ( ) ( ) ( )( )1

1

exp 1

n

i

i i

nt Y
tYtX t

X

i

M t E e E e E e n eλ=

=

 ∑
 = = = = −
 
 

∏     (2.1) 

由(2.1)式可以得出 X 的機率質量函數為 

                   ( ) ( )
,  0,1,2,

!

xn

X

e n
f x x

x

λ λ−

= = ⋯              (2.2) 

其中參數 0λ > ，所以可知 X 符合卜瓦松分配，其平均數為nλ 。 

    (2.2)式中的機率質量函數中有包含階層，會造成推導處理上的困

難，所以我們考慮下列式子: 

                   
( )

( )

( )
( )

( )

1

1 1 !

1

!

xn

X

xn
X

e n

f x x n

f x xe n

x

λ

λ

λ

λ

λ

+−

−

+ +
= =

+
              (2.3) 

把 X 變數標準化，即
X n

Z
n

λ
λ

−
= ，再令

x n
z

n

λ
λ

−
= 帶入(2.3)式可得 

               
( )

( )
1 1

11 1

X

X

f x n

zf x n z n

nn

λ
λ λ

λλ

+
= =

+ + + +
          (2.4) 

接著令
1

nλ
∆ = ，當n → ∞時，

1
0

nλ
∆ = → ，然後把∆帶入(2.4)式可得 

                      
( )

( ) 2

1 1

1

X

X

f x

f x z

+
=

+ ∆ + ∆
                 (2.5) 

因為
X n

Z
n

λ
λ

−
= 和

x n
z

n

λ
λ

−
= 還有

1

nλ
∆ = ，可以得出

( ) ( )1X Zf X x f Z z= + = = + ∆ 和 ( ) ( )X Zf X x f Z z= = = ，所以(2.5)式可改寫成 

                    
( )

( ) 2

1

1

Z

Z

f Z z

f Z z z

= + ∆
=

= + ∆ + ∆
               (2.6) 

接下來後對(2.6)式取 ln可得 

( )
( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )2ln ln ln ln 1 ln 1
Z

Z Z

Z

f Z z
f Z z f Z z z

f Z z

 = + ∆
= = + ∆ − = = − + ∆ + ∆  = 
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由 Z 的分配可以看出很類似鐘型分配，所以我們想要利用連續型

的分配去近似Z 的分配，接著假設 ( )g z 是某一種連續型分配的機率密

度函數，然後運用 ( )g z ，讓 ( ) ( )g z g z+ ∆ 值很靠近
( )

( )
Z

Z

f Z z

f Z z

= + ∆

=
，所以

可得 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )ln ln ln lnZ Zg z g z f Z z f Z z+ ∆ − ≈ = + ∆ − = ，用上面的條

件去求出 ( )g z ，然後考慮下列式子: 

           

( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )

0

0

2

0

2
0

ln ln
ln lim

ln ln
                 lim

ln 1 ln 1
                 lim

2
                 lim

1

Z Z

g z g zd

dz

f Z z f Z z

z

z

z

g z
∆→

∆→

∆→

∆→

+ ∆ −
=

∆

= + ∆ − =
≈

∆

− + ∆ + ∆
=

∆

+ ∆
= −

+ ∆ + ∆

 
 
 

 
 
 

 
  
 

 
 
 

 

                  z= −                                  (2.7) 

接著用(2.7)式對 z 變數積分可得 

                    ( )
2

ln = +
2

z
g z k

 
− 

 
                  (2.8) 

其中 k 是常數，再對(2.8)取 exp可得 

                      ( )
2

exp +
2

z
g z k

  
= −  

  
                (2.9) 

    由(2.9)很直觀看出 ( )g z 會等於標準常態的機率密度函數，所以可

說明在 n趨近無限大的情況下，標準化後的卜瓦松分配會近似標準常

態分配。 
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第第第第 2.2 節節節節 伽瑪伽瑪伽瑪伽瑪分配分配分配分配 

    接著利用 Proschan(2008) 方法說明隨機變數是伽瑪分配時，其中

央極限定理會成立，說明過程如下: 

    假設 1, , nY Y⋯ 是一組獨立且具有相同分配的隨機變數服從伽瑪分

配，其平均數為αβ ，變異數為 2αβ ，而 iY 的機率密度函數(Probability 

Density Function)是 

                ( )
( )

11
,  0

iy

i i if y y e yα β
αα β

−
−= < < ∞

Γ
 

其中 1, ,i n= ⋯ ，參數 , 0α β > ，則可得出 ( ) ( )1
iY

M t t
αβ −

= − 是 iY 的動差生成

函數，然後令
1

n

i

i

X Y
=

= ∑ ，因 1, , nY Y⋯ 分配相同且獨立，所以 X 的動差生

成函數可寫成 

           ( ) ( ) ( ) ( )1

1

1

n

i

i i

nt Y
ntYtX

X

i

M t E e E e E e t
αβ=

−

=

 ∑
 = = = = −
 
 

∏       (2.10) 

由(2.10)式可得出 X 的機率質量函數為 

                 ( )
( )

11
,  0

x

an

X n
f x x e x

n

β
αα β

−
−= < < ∞

Γ
           

其中參數 , 0α β > ，由此可知 X 符合伽瑪分配，其平均數為 nα β ，變異

數為 2nα β 。接著把 X 變數標準化，令
X n

Z
n

αβ
α β
−

= 帶入(2.13)式可得 

   ( )
( ) ( ) 11

,  -

n z n
n

Z n
f z n z n e n n z

n

αβ α β
α

β
α αβ α β α β α

α β

+
−−

= + < < ∞
Γ  

    我們想要利用另一種連續型的分配去近似Z 的分配，所以假設
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( )g z 是某一種連續型分配的機率密度函數，然後運用 ( )g z ，讓 ( )lim Z
n

f z
→∞

的值會很靠近 ( )g z ，所以可得 ( ) ( )lim Z
n

f z g z
→∞

≈ ，用上面的條件去求出

( )g z ，再來考慮下列式子: 

         

( )( ) ( )( )
( )

( )

( )

ln ln lim

                  lim ln

1
                  lim

1
                  lim

                  lim

Z
n

Z
n

n

n

n

d d

dz dz

d

dz

g z f z

f z

n n
n

n z n

n n n n z n n

n z n

α α β
α

αβ α β

α α β αβ α α β α

αβ α β

α

→∞

→∞

→∞

→∞

→∞

≈

 =  
 

 −
= −  + 

 − − −
=   + 

−
=

                  lim
n

n z n

n z n

z
n

z
n

β αβ
αβ α β

α
β αβ

α
αβ β

→∞

 −
  + 

 
− − 

 =
 

+ 
   

                 z= −                                  (2.11) 

然後對(2.11)式對 z 變數積分可得 

                       ( )
2

ln = +
2

z
g z k

 
− 

 
                 (2.12) 

其中 k 是常數，再對(2.12)取 exp可得 

                      ( )
2

exp +
2

z
g z k

  
= −  

  
               (2.13) 

    由(2.13)很直觀看出 ( )g z 會等於標準常態的機率密度函數，所以

可說明在 n趨近無限大的情況下，標準化後的伽瑪分配會近似標準常

態分配。 
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第第第第三三三三章章章章 多維分配的多維分配的多維分配的多維分配的定理說明定理說明定理說明定理說明 

    假設數列{ }1, , nX X⋯ 由隨機向量 ( )1, ,i i ikX X=X ⋯ 組成， 1, , nX X⋯ 分

配相同且獨立，共同期望值向量是 ( )1, , kµ µ⋯ ，共變異數矩陣則寫成

11 1

1

k

k kk

σ σ

σ σ

 
 =  
 
 

Σ

…

⋮ ⋱ ⋮

⋯

，利用上述計算 ( )1

1

, ,
n

i k

i

X X
=

=∑X ⋯ ，所以 ( )1, , kX X⋯ 的

期望值向量是 ( )1, , kn nµ µ⋯ ，共變異數矩陣是 nΣ。運用 Hogg, Mckean, 

and Craig (2005 p.229)的定理，可得出多維分配的中央極限定理是

1 1

11

1
, , k k

kk

X nX n

n

µµ
σ σ

 −−
  
 

⋯ 在 n趨近無限大情況下，分配收斂到 ( ),N 0 Σ ，

其中 1(0, ,0) k×=0 ⋯ ，共變異數矩陣是 

                 

1

11

1

11

1

 

1

k

kk

k

kk

σ
σ σ

σ
σ σ

 
 
 
 =
 
 
 
 

Σ

…

⋮ ⋱ ⋮

⋯

  

本章是推廣第二章使用的 Proschan(2008)方法，應用到分配是多

維情況下，其中央極限定理會成立，我們選擇了兩個分配做為舉例，

第 3.1節是屬於離散型的多項式分配，而第 3.2節是屬於連續型的多

項伽瑪分配，可參考 Kotz, Balakrishnan, and Johnson (2000)。 

第第第第 3.1 節節節節 多項式分配多項式分配多項式分配多項式分配 

    首先我們利用 Proschan(2008)方法說明隨機向量是多項式分配

時，其中央極限定理會成立，說明過程如下: 
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    假設 1( , , )kX X⋯ 是一個隨機向量服從多項式分配，其參數為

1, , , kn P P⋯ ，而 ( )1, , kX X⋯ 的聯合機率質量函數為 

( )
1

1

, , 1

11

11

,

!
1 ,

! !

k

k

i

i
i

X X k

n xk k
x

i ik k
ii

i i

ii

f x x

n
P P

x n x

=

−

==

==

∑  
= −       −  

  

∑∏
∑∏

⋯
⋯

1, , kx x⋯ 為非負整數且 1 kx x n+ + ≤⋯  

其中0 1iP< < ， 1, ,i k= ⋯ 且
1

0 1
k

i

i

P
=

< <∑ 。而其聯合機率質量函數中有包含

階層，會造成處理上的困難，所以我們考慮下列式子: 

 

( )
( )

( )
( )

1

1

1

, , 1

, , 1

1
1

11,

11,

11

11

, , 1, ,

, , , ,

!
1

! 1 ! 1 !

!
1

! !

k

k

k

i

ij
i

i

X X j k

X X j k

n x
k k

x
x

i j ik k
ii i j

i j i

ii i j

n
k k

x

i ik k
ii

i i

ii

f x x x

f x x x

n
P P P

x x n x

n
P P

x n x

=

− −
+

== ≠

== ≠

==

==

+

∑   
−         + − −   

  =

   
−         −   

  

∑∏
∑∏

∑∏
∑∏

⋯

⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯

1

k

i

i

x

=

−∑

 

 

( )
1

1

1 1

k

i j

i

k

j i

i

n x P

x P

=

=

 
− 

 =
 

+ − 
 

∑

∑
                                        (3.1) 

其中 1, ,j k= ⋯ ，然後把 ( )1, , kX X⋯ 變數標準化，即
(1 )

i i
i

i i

X nP
Z

nP P

−
=

−
，且令

(1 )

i i
i

i i

x nP
z

nP P

−
=

−
，而 1, , , ,i j k= ⋯ ⋯ ，把 iz 帶入(3.1)式可得 

            

        
( )

( )
1

1

, , 1

, , 1

, , 1, ,

, , , ,

k

k

X X j k

X X j k

f x x x

f x x x

+
⋯

⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯
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( )
1 1

1

(1 )

(1 ) 1 1

k k

i i i i j

i i

k

j j j j i

i

n z nP P n P P

z nP P nP P

= =

=

  
− − −  

  =
 

− + + − 
 

∑ ∑

∑
 

        

( ) ( )
1 1

1 1 1

1 (1 )

1 1 (1 ) 1

k k

j i j i i i

i i

k k k

j i i j j j i

i i i

nP P P z nP P

nP P P z nP P P

= =

= = =

   
− − −   

   =
     

− + − + − −     
     

∑ ∑

∑ ∑ ∑
 

        

1

1

(1 )

1

1

1 1
1

k

i i i

i

k

i

i

j

j

j j

z P P

n P

P
z

nP nP

=

=

 
− 

 −
 

− 
 =
−

+ +

∑

∑
                             (3.2) 

接著令
1

(1 )
j

j jnP P
∆ =

−
，當n → ∞時，

1
0

(1 )
j

j jnP P
∆ = →

−
，然後把 j∆ 帶

入(3.2)式可得 

       
( )

( )
1

1

1

, , 1 1

2

, , 1

(1 ) (1 )

1

1
, , 1, ,

1 (1 ) (1 ), , , ,

k

k

k

j j j i i i

i

k

i
X X j k i

j j j j jX X j k

P P z P P

P
f x x x

z P Pf x x x

=

=

 
∆ − − 

 −
−+

=
+ ∆ − + ∆ −

∑

∑
⋯

⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯
  (3.3) 

因為
(1 )

i i
i

i i

X nP
Z

nP P

−
=

−
、

(1 )

i i
i

i i

x nP
z

nP P

−
=

−
和

1

(1 )
j

j jnP P
∆ =

−
，所以得出    

           ( ) ( )
1 1, , 1 , , 1

, , 1, , , , , ,
k kX X j k Z Z j j k

f x x x f z z z+ = + ∆
⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

             ( ) ( )
1 1, , 1 , , 1, , , , , , , ,

k kX X j k Z Z j kf x x x f z z z=
⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

接著(3.3)式可改寫成 

       
( )

( )
1

1

1

, , 1 1

2

, , 1

(1 ) (1 )

1

1
, , , ,

1 (1 ) (1 ), , , ,

k

k

k

j j j i i i

i

k

i
Z Z j j k i

j j j j jZ Z j k

P P z P P

P
f z z z

z P Pf z z z

=

=

 
∆ − − 

 −
−+ ∆

=
+ ∆ − + ∆ −

∑

∑
⋯

⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯
  (3.4) 
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然後對(3.4)式取 ln可得 

      

( )
( )

( )( ) ( )( )

( )

1

1

1 1

, , 1

, , 1

, , 1 , , 1

1 2

1

, , , ,
ln

, , , ,

ln , , , , ln , , , ,

(1 ) (1 )

ln 1 ln 1 (1 ) (1 )

1

k

k

k k

Z Z j j k

Z Z j k

Z Z j j k Z Z j k

k

j j j i i i

i

j j j j jk

i

i

f z z z

f z z z

f z z z f z z z

P P z P P

z P P

P

=

=

 + ∆
 
 
 

= + ∆ −

  
∆ − −  

  = − − + ∆ − + ∆ −
 

− 
 

∑

∑

⋯

⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

    我們想要利用連續型的分配去近似
1

( , , )
k

Z Z⋯ 的分配，所以先假設

( )1, , kg z z⋯ 是某一種連續型分配的聯合機率密度函數，然後讓 

  
( )

( )
( )

( )
1

1

1 , , 1

1 , , 1

, , , , , , , ,

, , , , , , , ,

k

k

j j k Z Z j j k

j k Z Z j k

g z z z f z z z

g z z z f z z z

+ ∆ + ∆
≈

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯
 

所以可得 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 1

1 1

, , 1 , , 1

ln , , , , ln , , , ,

ln , , , , ln , , , ,
k k

j j k j k

Z Z j j k Z Z j k

g z z z g z z z

f z z z f z z z

+∆ −

≈ +∆ −
⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

 

接著利用上面的條件去求出 ( )1, , kg z z⋯ ，然後我們考慮下列式子: 

( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
1 1

1 1

0

, , 1 , , 1

0

1ln

ln , , , , ln , , , ,
lim

ln , , , , ln , , , ,
lim

, , , ,

k k

j

j

j

j j k j k

Z Z j k Z Z j k

j k

j

j

j

z

g z z z g z z z

f z z z f z z z

g z z z

∆ →

∆ →

∂

∂

+ ∆ −
=

∆

+ ∆ −

∆

 
  
 

 
≈  

 
 

⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯

( )

0

21

1
lim

(1 ) (1 )

ln 1 ln 1 (1 ) (1 )

1

j

k

j j j i i i

i

j j j j jk

i

i

j

P P z P P

z P P

P

∆ →

=

=
=

  
∆ − −  

  − − + ∆ − + ∆ −
 − 
 

∆

∑

∑
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( )2

0 0

1

1 ln 1 (1 ) (1 )
lim lim

(1 ) (1 )

ln 1

1

j j

j j j j j

j

k

j j j i i i

i

k

i

i

j

z P P

P P z P P

P

∆ → ∆ →

=

= + ∆ − + ∆ −
= −

∆

  
∆ − −  

  −
 −       ∆  

∑

∑
 

1

1

0 0

1

1

1

2

(1 ) (1 )

1
(1 ) 2 (1 )

lim lim
1 (1 ) (1 )

(1 ) (1 )

1

1

(1 ) (1 )

1

j j

k

j j i i i

i

k

i
j j ji

k

j j j
j j i i i

i

k

i

i

k

j j i i i

i

j

j j
j

P P z P P

P
z P P

z P P
P P z P P

P

P P z P P

=

=

∆ → ∆ →

=

=

=

− −

−
−

− + ∆ −
= −

+ ∆ − + ∆ −
∆ − −

−
−

− −

= −
−

  
    

 
  
         

   
 
 
 

 
 
 

∑

∑

∑

∑

∑

1

(1 )
j jk

i

i

z P

P
=

− −

∑

 

( )
( )

1,

1 1

(1 ) 1
1 1

1

1 1

k

i i i j j

i i j

j j jk k

j
i i

i i

z P P P P

P P z
P

P P

= ≠

= =

− −

= − + − −
− −

 
 
 
  
 

∑

∑ ∑
               (3.5) 

然後用(3.5)式對 jz 變數積分可得 

( )1ln , , , ,j kg z z z⋯ ⋯  

( )
( )

( )
2

1,

1 1 1

1 1

(1 ) 1
1 1

1 , , , , ,
2

1 1

k

i j i i j j

j i i j

j j j j j kk k

j
i i

i i

z z P P P P
z

P P c z z z z
P

P P

= ≠
− +

= =

  − −   
 =− + − − +     − − 
 

∑

∑ ∑
⋯ ⋯ (3.6) 

其中 1, ,j k= ⋯ ， ( )1 1 1, , , , ,j j j kc z z z z− +⋯ ⋯ 是 1 1 1, , , , ,j j kz z z z− +⋯ ⋯ 的函數，再對

(3.6)式取 exp可得 

( )1, , , ,j kg z z z⋯ ⋯  
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( )
( )

( )
2

1,

1 1 1

1 1

(1 ) 1
1 1

exp 1 , , , , ,
2

1 1

k

i j i i j j

j i i j

j j j j j kk k

j
i i

i i

z z P P P P
z

P P c z z z z
P

P P

= ≠
− +

= =

   − −    
  = − + − − +      − −    

∑

∑ ∑
⋯ ⋯ (3.7) 

從(3.7)式可知 ( ) ( )1 1, , , , , , , ,j k j kg z z z g z z z′=⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ，對所有的 , 1, ,j j k′ = ⋯

且 j j′ ≠ ，所以可得 

( )
( )

( )
2

1,

1 1 1

1 1

(1 ) 1
1 1

1 , , , , ,
2

1 1

k

i j i i j j

j i i j

j j j j j kk k

j
i i

i i

z z P P P P
z

P P c z z z z
P

P P

= ≠
− +

= =

  − −   
 − + − − +     − − 
 

∑

∑ ∑
⋯ ⋯  

( )
( )

( )
2

1,

1 1 1

1 1

(1 ) 1
1 1

1 , , , , ,
2

1 1

k

i j i i j j

j i i j

j j j j j kk k

j
i i

i i

z z P P P P
z

P P c z z z z
P

P P

′ ′ ′
′ ′= ≠

′ ′ ′ ′ ′− +
′

= =

  − −   
 =− + − − +     − − 
 

∑

∑ ∑
⋯ ⋯ (3.8) 

其中 ( )1 1 1, , , , ,j j j kc z z z z− +⋯ ⋯ 是 1 1 1, , , , ,j j kz z z z− +⋯ ⋯ 的函數， ( )1 1 1
, , , , ,

j j j k
c z z z z′ ′ ′− +⋯ ⋯

是 1 1 1, , , , ,j j kz z z z′ ′− +⋯ ⋯ 的函數，然後再討論 ( )1 1 1, , , , ,j j j kc z z z z− +⋯ ⋯ ，所以固

定 j利用(3.8)式整理後可得 

( ) ( )
( )2

1, ,

1 1 1

1 1

(1 ) 1
1 1

, , , , , 1
2

1 1

k

i j i i j j

j i i j j

j j j k j jk k

j
i i

i i

z z P P P P
z

c z z z z P P
P

P P

′ ′ ′
′ ′= ≠

′ ′− +
′

= =

  − −   
 + + − +     − − 
 

∑

∑ ∑
⋯ ⋯

 

( ) ( )
( )2

1, ,

1 1 1

1 1

(1 ) 1
1 1

, , , , , 1
2

1 1

k

i j i i j j

j i i j j

j j j k j jk k

j
i i

i i

z z P P P P
z

c z z z z P P
P

P P

′= ≠
′ ′ ′− +

= =

  − −   
 = + + − +     − − 
 

∑

∑ ∑
⋯ ⋯ (3.9) 

因為等式(3.9)左邊是 1 1 1, , , , ,j j kz z z z− +⋯ ⋯ 的函數，而等式(3.9)右邊是

1 1 1, , , , ,j j kz z z z′ ′− +⋯ ⋯ 的函數，所以可得 

( ) ( )
( )2

1, ,

1 1 1

1 1

(1 ) 1
1 1

, , , , , 1
2

1 1

k

i j i i j j

j i i j j

j j j k j jk k

j
i i

i i

z z P P P P
z

c z z z z P P
P

P P

′ ′ ′
′ ′= ≠

′ ′− +
′

= =

  − −   
 = − + − −     − − 
 

∑

∑ ∑
⋯ ⋯
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                 ( )1 1 1 1 1, , , , , , , ,jj j j j j kk z z z z z z′ ′ ′− + − ++ ⋯ ⋯ ⋯          (3.10) 

其中 ( )1 1 1 1 1, , , , , , , ,jj j j j j kk z z z z z z′ ′ ′− + − +⋯ ⋯ ⋯ 是 1 1 1 1 1, , , , , , , ,j j j j kz z z z z z′ ′− + − +⋯ ⋯ ⋯ 的

函數，然後由(3.10)看出，因為 j固定， =1, ,    j k j j′ ′ ≠⋯ ，所以有 1k − 個

式子相等，然後兩兩解聯立方程式，但是去解 ( )1 1 1, , , , ,j j j kc z z z z− +⋯ ⋯ 最

後帶回(3.7)式會得到一樣的 ( )1, , , ,j kg z z z⋯ ⋯ ，所以只需針對 ( )1 2 , , kc z z⋯

做討論就好。 

(3.10)式在 1j = 情況下可寫成 

( )

( )
( )

( )

1 2

2

2,

1 2 1 1

1 1

, ,

(1 ) 1
1 1

1 , , , , ,
2

1 1

k

k

i j i i j j

j i i j

j j j j j kk k

j
i i

i i

c z z

z z P P P P
z

P P k z z z z
P

P P

′ ′ ′
′ ′= ≠

′ ′ ′ ′ ′− +
′

= =

  − −   
 = − + − − +     − − 
 

∑

∑ ∑

⋯

⋯ ⋯

其中  =2, ,j k′ ⋯ ， ( )1 2 , , kc z z⋯ 是 2 , , kz z⋯ 的函數， ( )1 2 1 1, , , , ,j j j kk z z z z′ ′ ′− +⋯ ⋯ 是

' '2 1 1
, , , , , kj j

z z z z
− +

⋯ ⋯ 的函數，接下來我們可考慮下列步驟求解。 

步驟 1:先對  =2j′ 和 =3j′ 解聯立方程式 

( )
( )

( )

( )
( )

( )

2 2 2 2

32
2 2 12 3

2

1 1

3 3 32
2, 33

3 3 13 2 4

3

1 1

(1 ) 1
1 1

1 , ,
2

1 1

(1 ) 1
1 1

1 , , ,
2

1 1

k

i i i

i
kk k

i i

i i

k

i i i

i i

kk k

i i

i i

z z P P P P
z

P P k z z
P

P P

z z P P P P
z

P P k z z z
P

P P

=

= =

= ≠

= =

 
− −   

 − + − − + 
   − − 
 

  − −   
 = − + − − + 
   − − 
 

∑

∑ ∑

∑

∑ ∑

⋯

⋯

 

經過移項後 



16 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 3 3 3

3 4
12 3 3 3

3

1 1

2 2 2 2

42
13 2 4 2 2

2

1 1

(1 ) 1
1 1

, , 1
2

1 1

(1 ) 1
1 1

, , , 1
2

1 1

k

i i i

i
k k k

i i

i i

k

i i i

i
k k k

i i

i i

z z P P P P
z

k z z P P
P

P P

z z P P P P
z

k z z z P P
P

P P

=

= =

=

= =

 
− −   

 + + − + 
   − − 
 

 
− −   

 = + + − + 
   − − 
 

∑

∑ ∑

∑

∑ ∑

⋯

⋯

 

上述等式左項為 3, , kz z⋯ 的函數，而右項為 2 4, , , kz z z⋯ 的函數，因此等

式的左項和右項皆為 4 , , kz z⋯ 的函數，故可解出 

( ) ( )
( )

( )
2 3 3 3

3 4
12 3 3 3 123 4

3

1 1

(1 ) 1
1 1

, , 1 , ,
2

1 1

k

i i i

i
k kk k

i i

i i

z z P P P P
z

k z z P P k z z
P

P P

=

= =

 
− −   

 = − + − − + 
   − − 
 

∑

∑ ∑
⋯ ⋯

其中 ( )12 3 , , kk z z⋯ 是 3, , kz z⋯ 的函數， ( )123 4 , , kk z z⋯ 是 4 , , kz z⋯ 的函數。 

步驟 2:把 ( )12 3 , , kk z z⋯ 帶回，可得 

( )1 2 , , kc z z⋯  

( )
( )

( )

3

23
 2

123 4

2

1 1

(1 ) 1
1 1

1 , ,
2

1 1

k

i j i i j j

j i ji
i i kk k

i i
i i

i i

z z P P P P
z

P P k z z
P

P P

′ ′ ′
′ ′= >

=

= =

  − −   
 = − + − − + 
   − − 
 

∑∑
∑

∑ ∑
⋯ (3.11) 

步驟 3:再對(3.11)和 =4j′ 解聯立方程式 

( )
( )

( )

3

23
 2

123 4

2

1 1

(1 ) 1
1 1

1 , ,
2

1 1

k

i j i i j j

j i ji
i i kk k

i i
i i

i i

z z P P P P
z

P P k z z
P

P P

′ ′ ′
′ ′= >

=

= =

  − −   
 − + − − + 
   − − 
 

∑∑
∑

∑ ∑
⋯  

( )
( )

( )
4 4 42

2, 44
4 4 14 2 3 5

4

1 1

(1 ) 1
1 1

1 , , , ,
2

1 1

k

i i i

i i

kk k

i i

i i

z z P P P P
z

P P k z z z z
P

P P

= ≠

= =

  − −   
 = − + − − + 
   − − 
 

∑

∑ ∑
⋯

經過移項後 
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( ) ( )
( )2 4 4 4

54
123 4 4 4

4

1 1

(1 ) 1
1 1

, , 1
2

1 1

k

i i i

i
k k k

i i

i i

z z P P P P
z

k z z P P
P

P P

=

= =

 
− −   

 + + − + 
   − − 
 

∑

∑ ∑
⋯

( ) ( )

( )
3

2 23
4

14 2 3 5

2

1 1

(1 ) 1

1 1
, , , , 1

2
1 1

k

i j i i j j

j i j
ii

k i ik k
i i

i i

i i

z z P P P P

z
k z z z z P P

P
P P

′ ′ ′
′ ′= >

≠

=

= =

− − 
   
 = + + − + 
   − − 
 

∑∑
∑

∑ ∑
⋯

上述等式左項為 4 , , kz z⋯ 的函數，而右項為 2 3 5, , , , kz z z z⋯ 的函數，因此

等式的左項和右項皆為 5 , , kz z⋯ 的函數，故可解出 

( ) ( )
( )2 4 4 4

54
123 4 4 4 1234 5

4

1 1

(1 ) 1
1 1

, , 1 ( , , )
2

1 1

k

i i i

i
k kk k

i i

i i

z z P P P P
z

k z z P P k z z
P

P P

=

= =

 
− −   

 = − + − − + 
   − − 
 

∑

∑ ∑
⋯ ⋯

其中 ( )123 4 , , kk z z⋯ 是 4 , , kz z⋯ 的函數， ( )1234 5 , , kk z z⋯ 是 5 , , kz z⋯ 的函數。 

步驟 4:把 ( )123 4 , , kk z z⋯ 帶回(3.11)，可得 

( ) ( )
( )

( )

4

24
 2

1 2 1234 5

2

1 1

(1 ) 1
1 1

, , 1 , ,
2

1 1

k

i j i i j j

j i ji
k i i kk k

i i
i i

i i

z z P P P P
z

c z z P P k z z
P

P P

′ ′ ′
′ ′= >

=

= =

  − −   
 =− + − − + 
   − − 
 

∑∑
∑

∑ ∑
⋯ ⋯  

接下來照以上步驟以此類推對 =5, ,kj′ ⋯ 解聯立方程式，最後可得出 

( )1 2 , , kc z z⋯  

( )
( )2

2

2

1 1

(1 ) 1
1 1

1
2

1 1

k k

i j i i j jk
j i ji

i ik k
i i

i i

i i

z z P P P P
z

P P c
P

P P

′ ′ ′
′ ′= >

=

= =

  − −   
 = − + − − + 
   − − 
 

∑ ∑
∑

∑ ∑
 (3.12) 

其中 ( )1 2 , , kc z z⋯ 是 2 , , kz z⋯ 的函數， c是常數，再把(3.12)帶回(3.7)式可

得 

( )1, , kg z z⋯  
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( )
( )2

1,

1

1 1

(1 ) 1
1 1

exp 1
2

1 1

k

i j i i j jk
j i ji

i ik k
i i

i i

i i

z z P P P P
z

P P c
P

P P

= >

=

= =

   − −      = − + − − +     − −    

∑
∑

∑ ∑
 (3.13) 

其中 c是常數。 

    假設 ( )1 , , kZ Z′ ′⋯ 是一個隨機向量符合多維常態分配，其期望值向

量是0，共變異矩陣是 

1 1 11 2

1 1 2 2 1 1 1 1 1 1

2 11 2

1 1 2 2

                 1                                 
(1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 )

                        1                       
(1 ) (1 )

k k

k k k k

k

PP PPPP

P P P P P P P P P P P P

PPPP

P P P P

−

− −

−

− −−

− − − − − −

−−

− −

Σ=

…

⋯ 2

2 2 1 1 2 2

1 1

1 1

   
(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

                                                                                                                                       

(1 )

k

k k k k

k

PP

P P P P P P P P

PP

P P P

− −

−

−

− − − −

−

−

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

2 1 1

1 1 2 2 1 1 1 1

1 2 1

1 1 2 2 1 1

                         1                  
(1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 )

                    
(1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 )

k k k

k k k k k k k k

k k k k

k k k k k k k k

PP P P

P P P P P P P P P

PP PP P P

P P P P P P P P P P P P

− −

− − − − − −

−

− −

− −

− − − − −

− − −

− − − − − −

⋯

⋯                1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

 

其聯合機率密度函數可寫成 

( )1

1

, , 1 1 22

1 1
( , , ) exp

22
k

T

Z Z k k
f z z

π
−

′ ′
 ′ ′ = − 
 

z Σ z
Σ

⋯
⋯  

其中 ( )1

T

kz z′ ′=z ⋯ ，而共變異數的反矩陣是

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

1 1 2 2 1 1 1 1 1 1

1 1

1

1 1 1 1

1 1 2 2

2 2

2

1 1

1

(1 ) 1 (1 ) 1 (1 ) 11 1
1                          

1 1 1 1

(1 ) 1 1 1
      1    

1 1

k k k k

k k k k

i i i i

i i i i

k k

i i

i i

P P P P P P P P P P P P
P P

P
P P P P

P P P P
P P

P
P P

− −

= = = =

= =

−

 
  − − − − − −
 + −
 − − − − 
 

 
 − −
 + −
 − − 
 

Σ =

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

…

⋯
( ) ( )2 2 1 1 2 2

1 1

(1 ) 1 (1 ) 1
              

1 1

                                                                                                                                    

k k k k

k k

i i

i i

P P P P P P P P

P P

− −

= =

− − − −

− −∑ ∑
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )

1 1 1 1 2 2 1 1 1 1

1 1

1

1 1 1 1

1 1 2 2

1

                 

(1 ) 1 (1 ) 1 (1 ) 11 1
        1    

1 1 1 1

(1 ) 1 (1 ) 1
         

1 1

k k k k k k k k

k kk k k k

k
i i i i

i i i i

k k k k

k

i i

i i

P P P P P P P P P P P P
P P

P
P P P P

P P P P P P P P

P P

− − − − − −
− −

−

= = = =

=

 
 − − − − − −
 + −
 − − − − 
 

− − − −

− −

∑ ∑ ∑ ∑

∑

⋮

⋯

( )
( )1 1

1 1 1

(1 ) 1 1 1
                   1

1 1

k k k k

k kk k k

k
i i

i i

P P P P
P P

P
P P

− −

= = =

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   − −  + −   − −    
∑ ∑ ∑

⋯
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所以把聯合機率密度函數展開後得 

1 , , 1( , , )
kZ Z kf z z′ ′ ′ ′

⋯
⋯  

( )
( ) ( ) ( )2

1,

1 22
1

1 1

(1 ) 1
1 1 1

exp 1
22 1 1

k

i j i i j jk
j i ji

i ik kk
i i

i i

i i

z z P P P P
z

P P
P

P Pπ
= >

=

= =

   ′ ′ − −    ′
  = − + − − 

   ∑  − −    

∑
∑

∑ ∑
(3.14)        

    而由(3.13)和(3.14)可得 

( )1, , kg z z⋯

( )
( )

( )2
1,

1 22
1

1 1

(1 ) 1
1 1 1

exp 1
22 1 1

k

i j i i j jk
j i ji

i ik kk
i i

i i

i i

z z P P P P
z

P P
P

P Pπ
= >

=

= =

   − −      = − + − −   ∑  − −    

∑
∑

∑ ∑
(3.15) 

    由(3.15)可以說明在 n趨近無限大的情況下，標準化後的多項式

分配會近似期望值向量是0，共變異矩陣是Σ的多維常態分配。 
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第第第第 3.2 節節節節 Mathi and Moschopulos’s 多項多項多項多項伽瑪伽瑪伽瑪伽瑪分配分配分配分配 

此節繼續應用 Proschan(2008)方法，來說明隨機向量是 Mathi and 

Moschopulos’s多項伽瑪分配時，其中央極限定理成立，說明過程如

下: 

    假設數列{ }1, , nY Y⋯ 由隨機向量 ( )1, ,l l lkY Y=Y ⋯ 組成，其中

1, ,l n= ⋯ ，而 1, , nY Y⋯ 分配相同且獨立，且 ( )1, ,l l lkY Y=Y ⋯ 符合 Mathi and 

Moschopulos’s 多項伽瑪分配，而 ( )1, ,l lkY Y⋯ 的聯合機率密度函數為 

( ) ( )

( )
( )

1

1

1

1

1

11 1

, , 1 1
2

1

, ,

k
yk i

i
i

k
l lk

i

i

k

Y Y k i i i
i

k

i
i

y
f y y y y e

γα
α β

α

γ
γ

β α

  
  − − ∑  =  

=

−
−

−=

=

−
= Π − −

∑
∏ Γ

⋯
⋯  

其中 1 1y γ> ， 1y  ( 2, , )i i iy i kγ− < − = ⋯ ， ky < ∞， 0β > ， 0iα > ， iγ 是實數，

1, ,i k= ⋯ ，則可得出 

( )
( )

( )( )

( )

( )( ) ( )

1 1 2 2

1 1 2
, , 1

1 2

, ,
11 1

k k k k

l lk k

t t t t t

Y Y k

kk k

e e e
M t t

tt t t t

γ γ γ

α α α
ββ β

+ + + +

=
−− + + − + +

⋯ ⋯

⋯
⋯ ⋯

⋯ ⋯

 

是 ( )1, ,l lkY Y⋯ 的聯合動差生成函數，然後令 ( )1

1

, ,
n

k l

l

X X
=

= ∑Y⋯ ，因 1, , nY Y⋯

分配相同且獨立，所以 ( )1, , kX X⋯ 的動差生成函數可寫成 

( )
1

1

, , 1, ,
k

k

i i

i

X X k

t X

M t t

E e =

 ∑
 =
 
 

⋯
⋯

 

1 1

k n

i li

i l

t Y

E e = =

 ∑ ∑
 =
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1

1

k

i li

i

n t Y

l

E e =

=

 ∑
 =
 
 

∏  

( )

( )( )

( )

( )( ) ( )

1 1 2 2

1 2

1 2
11 1

k k k k

k

n t t n t t nt

n n n

kk k

e e e

tt t t t

γ γ γ

α α αββ β

+ + + +

=
−− + + − + +

⋯ ⋯

⋯

⋯ ⋯
 (3.16) 

由(3.16)式可得出 ( )1, , kX X⋯ 的聯合機率密度函數為 

( ) ( )

( )
( )

1

1

1

1

1

11 1

, , 1 1
2

1

, ,

k

k i

i i

k
k

i

i

n y nk
n

X X k i i i
i

n k

i
i

x n
f x x x x n e

n

α γ β
α

α

γ
γ

β α

=

=

  −   − −
  −   

−=

=

∑−
= Π − −

∑
∏Γ

⋯
⋯

 (3.17) 

其中 1 1x nγ> ， 1  ( 2, , )i i ix x n i kγ− < − = ⋯ ， kx < ∞。而 ( )1, , kX X⋯ 的期望值為

( ) ( )* * ni i iE X α β γ= + ，變異數 ( ) * 2

i iVar X nα β= ，其中 1, ,i k= ⋯ ， *

1

i

i m

m

α α
=

= ∑ ，

*

1

i

i m

m

γ γ
=

= ∑ 。 

接著把 ( )1, , kX X⋯ 變數標準化，令
( )

( )
i i

i

i

X E X
Z

Var X

−
= ，其中 1, ,i k= ⋯ ，

經由轉換公式可得 ( )1, , kZ Z⋯ 的聯合機率密度函數為 

    

( )

( )

( )
( )( )

1

1

2

1

1 1

, , 1

1

11 1 1

1 2 2 1 1 2
1

1

1

1
1

1

1 1

, ,
k

k

i

i

k k
k

i k i

i i

Z Z k

n

ik n
k

m
i nm k

i
i

n
n z nk k

i k i k k

i i

f z z

n z n
n n z n z n

n

n z n z n e

α

α

α

α
α β α β β

α β α β
α β α α β α β α β

β α

α β α β α β

=

= =

−

−

= =

=

    −     − +−     
    

−
= =

=

+
∏ + − +

∑
∏Γ

∑ ∑    
− +         

∑

∑ ∑

⋯
⋯

⋯

其中
1

i

i m

m

z nα
=

> − ∑ ， 0iα > ， 0β > ， 1, ,i k= ⋯ 。 
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我們想要利用另一種連續型的分配去近似 ( )1
, ,

k
Z Z⋯ 的分配，所以

假設 ( )1, , kg z z⋯ 是某一種連續型分配的機率密度函數，然後運用

( )1, , kg z z⋯ ，讓 ( )
1 , , 1lim , ,

kZ Z k
n

f z z
→∞ ⋯

⋯ 的值會很靠近 ( )1, , kg z z⋯ ，所以可得

( ) ( )
1 , , 1 1lim , , , ,

kZ Z k k
n

f z z g z z
→∞

≈
⋯

⋯ ⋯ ，用上面的條件去求出 ( )1, , kg z z⋯ ，再來

考慮下列式子:                    

( )( )1ln , , , ,
j

j k
z

g z z z
∂

∂
⋯ ⋯                  (3.18) 

(3.18)式在 1j = 情況下  

( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )

1

1 1

1 , , 1

2 11 1

1 1 1 1 2 2 2 1 1

1 1 1

1

1 1 1

ln ln, , lim , ,

11
                              lim

                              lim

kk Z Z k
n

n

n

z z
g z z f z z

n nn n

nz n nz n nz

n n n
n

nz n

α αα α

α α α α α α

α α α
α

α α

→∞

→∞

→∞

∂ ∂

∂ ∂
≈

 − −− = +
 + + + −
 

 −
= −  + 

⋯
⋯ ⋯

( )
2 1 1

1

1 2 2 2 1 1

n n n
n

nz n nz

α α α
α

α α α α

  − +  + +
  + + −  

                  

           

( )
( )

( )

( )

1 1 2 2 1 1 11 1 1

1 1 1 1 2 2 2 1 1

1 1
1 1 1 2 2 1 1 1

1 1 2 1
1 1 2 2 1

11 1

1

lim

lim

n

n

n nz n nzn nz

nz n nz n nz

z z z
n n

z z z
n n n

z

α α α α αα α

α α α α α α

α α
α α α α α

α α α αα α

αα
α

→∞

→∞

    + + −− −  = +     + + + −    

   
 − −  + + −  
   = +
    ++ + −       

+−
= +

( )2 2 1 1 1

2

z zα α α

α

−

 

           
( )1 1 21 2

1 2

2 2

z z
α α αα α

α α

++
= − +                      (3.19) 

(3.18)式在 2, , 1j k= −⋯ 情況下  
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( )( ) ( )( )11 , , 1ln ln, , , , lim , , , ,
k

j j

j k Z Z j k
nz z

g z z z f z z z
→∞

∂ ∂

∂ ∂
≈

⋯
⋯ ⋯ ⋯ ⋯

( ) ( )1

1 1

1 1

1 1 1

1 1 1 1

1 1

lim

j j

j i j i

i i

j j j jn

i j j i j i j j i j

i i i i

n n n n

nz n nz nz n nz

α α α α

α α α α α α

+
= =

− +→∞

− + +
= = = =

    
 − − −          = + 
 + − + − 
 

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

1

1 1 1 1

1 1
1 1

1 1 1

1 1 1 1

lim

j j j j

j i i j i ij j
i i i i

i i
j j j jn

i i

i j j i j i j j i j

i i i i

n n n n n n

n n

nz n nz nz n nz

α α α α α α
α α

α α α α α α

+
= = = =

− +→∞
= =

− + +
= = = =

    
 − − +   
    = − + +    
    + − + −        

∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

1 1

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1 1

1 1 1 1

lim

lim

j j j j j j j j

i i j i i j i i i j i j

i i i i i i i i

j j j jn

i j j i j i j j i j

i i i i

n

n nz n nz n n nz nz

nz n nz nz n nz

α α α α α α α α

α α α α α α

− +

− +
= = = = = = = =

− +→∞

− + +
= = = =

    
 − − + + −   
    = +    
    + − + −        

=

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

1 1

1 1
1 1

1 1 1 1 1 1

1 1

1 1 1 1
1 1 1

j j

j j j j j ji i

i i
i j i i j i i j i j

i i i i i i

j j j j

i i i i

i i i i
j j j j j j

z z z z
n n

z z z z
n n n n

α α
α α α α α α

α α α α
α α

− +
= =

− +
= = = = = =

− +→∞

= = = =
− + +

   
   

        − − + + −             +   
  
  

+ − + −    
   

∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

 
 
 
 
 
 
 
  
 

1 1

1 1

1 1 1 1 1 1

1

j j j j j j

i j i i j i i j i j

i i i i i i

j j

z z z zα α α α α α

α α

− +

− +
= = = = = =

+

     
− + −     

     = +
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

 

1 1

1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1

j j j j

i i j i i jj
i i i i

i j

ij j j j

z z

z

α α α α

α
α α α α

− +

− +
= = = =

= + +

     
            = − + +     

∑ ∑ ∑ ∑
∑     (3.20) 

(3.18)式在 j k= 情況下  

( )( ) ( )( )11 , , 1ln ln      , , lim , ,
k

k k

k Z Z k
nz z

g z z f z z
→∞

∂ ∂

∂ ∂
≈

⋯
⋯ ⋯  



24 

 

( )
1

1
1

1

1 1

1

1

1 1 1 1

1

1

1 1

1

lim

lim

j

k i
k

i

i
k kn

i

i k k i k

i i

j k k k

i i k i i k

i i i i

k kn

i k k i k

i i

n n

n

nz n nz

n nz n nz

nz n nz

α α

α

α α α

α α α α

α α α

=

−→∞
=

−
= =

−

−
= = = =

−→∞

−
= =

  
 −     = − 
 + −
 
 

 
− − + 

 =  
 + − 
 

∑
∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

           

                 

1
1

1

1 1 1

1

1 1
1

lim

j

i k k k
i

i k i i k

i i i

k kn

i i

i i
k k k

z z
n

z z
n n

α
α α α

α α
α

−
=

−
= = =

−→∞

= =
−

 
 

   − − +      =  
 
 

+ −  
 

∑
∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

                 

1

1

1 11

k kk

i i ki k
i ii

k k

zz α αα

α α

−

−
= ==

   
   
   = − +
∑ ∑∑

           (3.21) 

經由(3.19)(3.20)(3.21)整理過後得 

( )( ) ( )( )
( )

11 , , 1

1 1 2 21 2
1

2 2

1 1

1 1

1 1 1 1

1 1 1

ln ln, , , , lim , , , ,

, 1

1 1
, 2, ,

k

j j

j k Z Z j k
n

j j j j

i i j i i jj
i i i i

i j

ij j j j

z z
g z z z f z z z

z
z j

z z

z j k

α α αα α
α α

α α α α

α
α α α α

→∞

− +

− +
= = = =

= + +

∂ ∂

∂ ∂
≈

+ +
− + = 

 

     
            = − + + = −     

∑ ∑ ∑ ∑
∑

⋯
⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

1

1

1 11

1

, 

k kk

i i ki
i ii

k

k k

z

z j k

α αα

α α

−

−
= ==












   
       − + =



∑ ∑∑

(3.22) 

然後對(3.22) 式對 jz 變數積分可得 

     ( )( ) ( )( )11 , , 1ln ln, , , , lim , , , ,
kj k Z Z j k

n
g z z z f z z z

→∞
≈

⋯
⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

     
( )

( )
2

1 1 2 1 21 2 1
1 2

2 2

, , , 1
2

k

z zz
c z z j

α α αα α
α α

+ +
= − + + = 

 
⋯      
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     ( )( ) ( )( )11 , , 1ln ln, , , , lim , , , ,
kj k Z Z j k

n
g z z z f z z z

→∞
≈

⋯
⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

     

1

1 2
1 1

1 1

1 1

2

j j

i i j j j
i i j

i

ij j j

z z
z

α α

α
α α α

−

−
= =

= +

  
        = − +          

∑ ∑
∑  

     ( )

1

1

1 1

1 1 1

1

, , , , , ,  2, , 1

j j

i i j j

i i

j j j k

j

z z

c z z z z j k

α α

α

+

+
= =

− +
+

  
  
  + + = −
∑ ∑

⋯ ⋯ ⋯  

     ( )( ) ( )( )1 1, , 1 , , 1ln ln, , , , lim , , , ,
k kZ Z j k Z Z j k

n
g z z z f z z z

→∞
≈

⋯ ⋯
⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

     ( )

1

12
1 11

1 1, , , 
2

k kk

i i k ki
i ii k

k k

k k

z z
z

c z z j k

α αα

α α

−

−
= ==

−

    
           = − + + = 

 

∑ ∑∑
⋯  

其中 1, ,j k= ⋯ ， ( )1 1 1, , , , ,j j j kc z z z z− +⋯ ⋯ 是 1 1 1, , , , ,j j kz z z z− +⋯ ⋯ 的函數，再對

上式取 exp可得 

( ) ( )
11 , , 1, , , , lim , , , ,

kj k Z Z j k
n

g z z z f z z z
→∞

≈
⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

( )
( )

2
1 1 2 1 21 2 1

1 2

2 2

1

1 2
1 1

1 1

1

1

1 1

1

exp , , ,  1
2

1 1
exp    

2

        

k

j j

i i j j j
i i j

i

ij j j

j j

i i j j

i i

j

z zz
c z z j

z z
z

z z

c

α α αα α
α α

α α

α
α α α

α α

α

−

−
= =

= +

+

+
= =

+

 + + − + + =    

    
              − +           



   =
   
   + +

∑ ∑
∑

∑ ∑

⋯

( )

( )

1 1 1

1

12
1 11

1 1

, , , , , ,  2, , 1

exp , , , 
2

j j j k

k kk

i i k ki
i ii k

k k

k k

z z z z j k

z z
z

c z z j k

α αα

α α

− +

−

−
= ==

−












 
 
 

= − 
 
 


                    − + + =   
   
  

 

∑ ∑∑

⋯ ⋯ ⋯

⋯

(3.23) 

因為去解 ( )1 1 1, , , , ,j j j kc z z z z− +⋯ ⋯ ， 1, ,j k= ⋯ ，最後帶回(3.23)式時會得到
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一樣的 ( )1, , , ,j kg z z z⋯ ⋯ ，所以針對 ( )1 2 , , kc z z⋯ 做討論，而在(3.23)式中

可知            

   ( ) ( )'1 1, , , , , , , ,j k kj
g z z z g z z z=⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

其中 1j = ， 2, ,j k′ = ⋯ 。所以可得 

      

( )
( )

2
1 1 2 1 21 2 1

1 2

2 2

1

1 2
1 1

1 1

1

1

1 1

1 1 1

1

, ,
2

1 1

2

  , , , , ,

k

j j

i i j j j
i i j

i

ij j j

j j

i i j j

i i

j j j

j

z zz
c z z

z z
z

z z

c z z z

α α αα α
α α

α α

α
α α α

α α

α

′ ′−

′ ′− ′
= = ′

=′ ′ ′+

′ ′+

′ ′+
= =

′ ′ ′− +
′+

+ +
− + + 

 

  
        = − +          

  
  
  + +

∑ ∑
∑

∑ ∑

⋯

⋯ ⋯( )   2, 1kz j k′ = −⋯

(3.24) 

      ( )

1

12
1 11

1 1, , ,  
2

k kk

i i k ki
i ii k

k k

k k

z z
z

c z z j k

α αα

α α

−

−
= ==

−

   
          ′= − + + = 

 

∑ ∑∑
⋯  

其中  =2, ,j k′ ⋯ ， ( )1 2 , , kc z z⋯ 是 2 , , kz z⋯ 的函數， ( )1 1 1, , , , ,j j j kc z z z z′ ′ ′− +⋯ ⋯ 是

1 1 1, , , , ,j j kz z z z′ ′− +⋯ ⋯ 的函數，經由(3.24)式可知 

         
( ) ( )

( )

2 3

2 32
1 12

1 2 1 2

2 3 3

2

1 2 1
2 1 3

2

1 1
, ,

2

, , , , 2
2

i i

i i

k

k

z z
z

c z z

z
c z z z j

α α
α α

α α α

α α
α

= =

  
       + + + −  

  

 +
′= + = 

 

∑ ∑
⋯

⋯

 

( )

( ) ( )

1 1

1 12
1 1 1 1

1 2

1 1 1

2
1 1 2 1 21 2 1

1 1 1

2 2

1 1
, ,

2

, , , , , ,
2

j j j j

i i j j i i j jj
i i i ij

k i

ij j j j

j j j k

z z z z
z

c z z

z zz
c z z z z

α α α α

α
α α α α

α α αα α
α α

′ ′ ′ ′− +

′ ′ ′ ′− +′
= = = =′

=′ ′ ′ ′+ +

′ ′ ′− +

     
             − + + −          

+ +
= + − 

 

∑ ∑ ∑ ∑
∑⋯

⋯ ⋯   3, , 1j k′ = −⋯
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          ( )

1

12
1 11

1 2 , ,
2

k kk

i i k ki
i ii k

k

k k

z z
z

c z z

α αα

α α

−

−
= ==

   
         + − 

 

∑ ∑∑
⋯  

          ( )
( )2

1 1 2 1 21 2 1
1 1

2 2

, , ,  
2

k k

z zz
c z z j k

α α αα α
α α−

+ +
′= + − = 

 
⋯  

把上述等式整理後可得 

( )

( ) ( )

1 2

2 3

2 32
1 12

1 2 12 3

2 3 3

1

1 2
1 1 1 1

1 1

, ,

1 1
, , , 2

2

1 1

2

k

i i

i i

k

j j j j

i i j j i ij
i i i ij

i

ij j j

c z z

z z
z

k z z j

z z
z

α α
α α

α α α

α α α α

α
α α α

= =

′ ′ ′ ′− +

′ ′− ′
= = = =′

=′ ′ ′+

  
        ′− + + + + =  

  

    
           − + +  =         

∑ ∑

∑ ∑ ∑
∑

⋯

⋯

( )

( )

1

1

1

1 2 1 1

1

12
1 11

1 2 1

 , , , , ,   3, , 1

, , ,  
2

j j

j

j j j k

k kk

i i k ki
i ii k

k k

k k

z z

k z z z z j k

z z
z

k z z j k

α

α αα

α α

′ ′+

′+

′ ′ ′− +

−

−
= ==

−






  
  
  


 ′+ = −


   
          ′− + + =  

  

∑

∑ ∑∑

⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

其中  =2, ,j k′ ⋯ ， ( )1 2 , , kc z z⋯ 是 2 , , kz z⋯ 的函數， ( )1 2 1 1, , , , ,j j j kk z z z z′ ′ ′− +⋯ ⋯ 是

2 1 1, , , , ,j j kz z z z′ ′− +⋯ ⋯ 的函數，接下來我們可考慮下列步驟求解。 

步驟 1:先對  =2j′ 和 =3j′ 解聯立方程式 

( )

( )

2 3

2 322
1 12

12 3

1 2 3 3

2 3 3 4

2 3 3 423
1 1 1 13

13 2 4

13 3 4 4

1 1
, ,

2

1 1
, , ,

2

i i

i i

i k

i

i i i i

i i i i

i k

i

z z
z

k z z

z z z z
z

k z z z

α α
α

α α α

α α α α
α

α α α α

= =

=

= = = =

=

  
        − + + +   

    

     
             = − + + +   

    

∑ ∑
∑

∑ ∑ ∑ ∑
∑

⋯

⋯

經過移項後 
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        ( )

( )

3 4

3 423
1 13

12 3

1 3 4 4

22
2

13 2 4

1 2 3

1 1
, ,

2

1 1
, , ,

2

i i

i i

k i

i

k i

i

z z
z

k z z

z
k z z z

α α
α

α α α

α
α α

= =

=

=

  
        + + −   

    

   
= + +   

    

∑ ∑
∑

∑

⋯

⋯

 

上述等式左項為 3, , kz z⋯ 的函數，而右項為 2 4, , , kz z z⋯ 的函數，因此等

式的左項和右項皆為 4 , , kz z⋯ 的函數，故可解出 

( ) ( )

3 4

3 423
1 13

12 3 123 4

1 3 4 4

1 1
, , , ,

2

i i

i i

k i k

i

z z
z

k z z k z z

α α
α

α α α
= =

=

  
        = − + + +   

    

∑ ∑
∑⋯ ⋯  

其中 ( )12 3 , , kk z z⋯ 是 3, , kz z⋯ 的函數， ( )123 4 , , kk z z⋯ 是 ( )123 4 , , kk z z⋯ 的函數。 

步驟 2:然後把 ( )12 3 , , kk z z⋯ 帶回可得 

( )1 2
, ,

k
c z z⋯  

( )

1

123 3
1 1

123 4

2 1 21 1

1 1
, ,

2

j j

i i j jj
i ij

i k

j i jj j j

z z
z

k z z

α α

α
α α α

+

+
= =

= = =+ +

    
             = − + + +              
 
 

∑ ∑
∑ ∑ ∑ ⋯

 (3.25) 

步驟 3:再對(3.25)和 =4j′ 解聯立方程式 

( )

1

123 3
1 1

123 4

2 1 21 1

1 1
, ,

2

j j

i i j jj
i ij

i k

j i jj j j

z z
z

k z z

α α

α
α α α

+

+
= =

= = =+ +

   
          − + + +             
 
 

∑ ∑
∑ ∑ ∑ ⋯

( )

3 4 4 5

3 4 4 524
1 1 1 14

14 2 3

14 4 5 5

1 1
, , ,

2

i i i i

i i i i

i k

i

z z z z
z

k z z z

α α α α
α

α α α α
= = = =

=

     
             = − + + +   

    

∑ ∑ ∑ ∑
∑ ⋯

經過移項後 
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( )

4 5

4 524
1 14

123 4

1 4 5 5

1 1
, ,

2

i i

i i

k i

i

z z
z

k z z

α α
α

α α α
= =

=

  
        + + −   

    

∑ ∑
∑⋯  

( )

2 3

2 323
1 1

14 2 3

2 1 1 3

1 1
, , ,

2

i ij
i ij

k i

j i j j

z z
z

k z z z

α α
α

α α α
= =

= = +

  
        = + + −          

∑ ∑
∑ ∑⋯  

上述等式左項為 4 , , kz z⋯ 的函數，而右項為 2 3 5, , , , kz z z z⋯ 的函數，因此

等式的左項和右項皆為 5 , , kz z⋯ 的函數，故可解出 

( ) ( )

4 5

4 524
1 14

123 4 1234 5

1 4 5 5

1 1
, , , ,

2

i i

i i

k i k

i

z z
z

k z z k z z

α α
α

α α α
= =

=

  
        = − + + +   

    

∑ ∑
∑⋯ ⋯  

其中 ( )123 4 , , kk z z⋯ 是 4 , , kz z⋯ 的函數， ( )1234 5 , , kk z z⋯ 是 5 , , kz z⋯ 的函數。 

步驟 4:把 ( )123 4 , , kk z z⋯ 帶回(3.25)，可得 

( )

( )

1 2

1

124 4
1 1

1234 5

2 1 21 1

, ,

1 1
, ,

2

k

j j

i i j jj
i ij

i k

j i jj j j

c z z

z z
z

k z z

α α

α
α α α

+

+
= =

= = =+ +

   
          = − + + +             
 
 

∑ ∑
∑ ∑ ∑

⋯

⋯
 

接下來照以上步驟以此類推對 =5, ,kj′ ⋯ 解聯立方程式，最後可得出 

( )1 2 , , kc z z⋯  

1

12 21 1
1 1

2 1 1 21 1

1 1 1

2 2

j j

i i j jjk k k
i ij k

i i

j i i jj j k j

z z
z z

c

α α

α α
α α α α

+

+− −
= =

= = = =+ +

   
               = − + − + +                      
 
 

∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ (3.26) 

其中 ( )1 2 , , kc z z⋯ 是 2 , , kz z⋯ 的函數，c是常數，再把(3.26)帶回(3.23)式可

得 
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( )1, , kg z z⋯  

1

12 21 1
1 1

1 1 1 11 1

1 1 1
exp

2 2

j j

i i j jjk k k
i ij k

i i

j i i jj j k j

z z
z z

c

α α

α α
α α α α

+

+− −
= =

= = = =+ +

                     = − + − + +                      
  

  

∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ (3.27) 

其中 c是常數。 

假設 ( )1, , kZ Z′ ′⋯ 是一個隨機向量符合多維常態分配，其期望值向

量是0，共變異矩陣是 

1 1 1

1

1 2

1 1

1 1 2 1 2

1

1 2

1 1

1 1 2

1 1

1 1

       

       1              

        1         

                                                  

        

k k
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i i

i i
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i i

i i

α α α
α α α α

α α α α α
α α α α

α α α

α α

−
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−

= =

− −

= =

+

+ +
+

Σ =

+

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

…

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

1

1

1

1

11 1 2

1 1 1

     1         

                 1

k

i

i

k

i

i

k

i

i

k k k

i i i

i i i

α

α

α
α α α

α α α

−

=

=

−

=

= = =

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 +
 
 
 
 

∑

∑

∑

∑ ∑ ∑
⋯

 

其聯合機率密度函數可寫成 

( )1

1

, , 1 1 22

1 1
( , , ) exp

22
k

T

Z Z k k
f z z

π
−

′ ′
 ′ ′ = − 
 

z Σ z
Σ

⋯
⋯  

其中 ( )1

T

kz z′ ′=z ⋯ ，而共變異數的反矩陣是
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( ) ( )

( )
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1 2 2

2
1 1 2
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1

       

1 1
                         0                                0

1 1
                    0                                0
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i

α α α
α

α α α

α α α
α

α α α=
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∑

…

⋯

⋮
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1
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i
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α
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−

−
=
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∑
∑

⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯
1

1

1 1

1

1
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k

i

k

k k

i i k
i i

i

ik k

α

α α
α

α α

=

−

= =
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         −    

   

∑

∑ ∑
∑⋯

所以把聯合機率密度函數展開後得 

1 , , 1( , , )
kZ Z kf z z′ ′ ′ ′

⋯
⋯

( )
( ) ( )

1

2 2 11 1
1 1

1 22
1 1 1 11 1

1 1 1 1
exp

2 22

j j

i i j jjk k k
i ij k

i ik
j i i jj j k j

z z
z z

α α

α α
α α α απ

+

+− −
= =

= = = =+ +

     ′ ′      ′  ′          = − + − +             ∑           
  

  

∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ (3.28)

我們由(3.27)和(3.28)可得 

( )1, , kg z z⋯

( )

1

12 21 1
1 1

1 22
1 1 1 11 1

1 1 1 1
exp

2 22

j j

i i j jjk k k
i ij k

i ik
j i i jj j k j

z z
z z

α α

α α
α α α απ

+

+− −
= =

= = = =+ +

                     = − + − +            ∑          
  

  

∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑

(3.29) 

由(3.29) 可以說明在 n趨近無限的情況下，標準化後的Mathi and 

Moschopulos’s多項伽瑪分配會近似期望值向量是0，共變異矩陣是Σ

的多維常態分配。 
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第第第第四四四四章章章章 結論結論結論結論 

    我們運用 Proschan(2008)方法說明了一維與多維分配的中央極限

定理成立，如果和傳統上常用的兩種證明法，動差生成函數法與特徵

函數法做比較，可發現動差生成函數法與特徵函數法雖然證明過程較

為艱難，但是不需要分配的假設，Proschan(2008)方法說明較容易理

解，但是過程繁瑣而且需要分配的假設。綜觀這三種方法，每個都各

有優缺點，而且提供了我們以不同的想法去說明或證明中央極限定

理。雖然無法說 Proschan(2008)方法是否真的優於傳統的動差生成函

數法與特徵函數法，因為它也有分配假設的問題需要克服，但我們可

以說 Proschan(2008)方法是比較容易且使用的觀念都較為基礎，比較

適合統計學的初學者來了解中央極限定理。 
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