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摘    要 
 

令 2≥p   為一整數。我們稱一個環為布

p 環,若滿足 

,xx p = Rx∈∀ 。 

到底哪些布 p 環是交換環呢？在本論文

中，我們將做一初步的探討。 
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第一章 代數結構簡介 
         

一個集合若沒有二元運算,那就沒什麼代數結構可言。不具任何

研究的價值。令∗為集合 S 上的一個二元運算。 

‧我們說運算∗是可結合的（associative）；若 

            ( ) ( ) , , ,a b c a b c a b c S∗ ∗ = ∗ ∗ ∀ ∈ 。 

‧我們說運算∗是可交換的（commutative）；若 

                , , ,a b b a a b c S∗ = ∗ ∀ ∈ 。 

‧集合 S 中的一個元素 e 稱之為運算∗的一個單位元素（identity 

element）；若 

                  ,a e e a a a S∗ = ∗ = ∀ ∈  。 

‧集合 S 擁有運算∗的一個單位元素 e；則我們說元素u S∈ 在集合 S

中具有反元素（inverse）, 如果存在 v S∈ 使得 

u v v u e∗ = ∗ =  。 

       在複數集C 中有兩個我們熟悉的二元運算加（＋）與乘（‧）；

就是這兩個二元運算使得複數集C 擁有豐富的代數結構。 

（i）加法運算（＋）在C 上具有封閉性、結合性、單位元素0 0i+ ,而 

且每一個元素 a bi+ 都有反元素 ( ) ( )a b i− + − ,這就是所謂的群 

（group）的結構。 
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一般而言,集合 S 上的二元運算∗；若滿足上述四個性質,我們

就說 S 在運算∗之下形成一個群或說 ( ),S ∗ 是一個群。如果運算∗

是可交換的；那麼理所當然 ,我們就說 ( ),S ∗ 是一個交換群 

（commutative group）。通常又稱為阿貝爾群（abelian group）,為

的是要紀念數學家阿貝爾。 ( ),C + 當然是一個阿貝爾群。 

（ii）乘法運算（‧）在C 上具有封閉性、結合性、單位元素1 0i+ ,而

且每一個非零元素 0a bi+ ≠ 都有反元素 2 2 2 2

a b i
a b a b

−
+

+ +
,又乘法亦

可交換；也就是說, ( )⋅},0{\C 是一個阿貝爾群。 

（iii）這兩個運算,並不是獨立存在毫無關連的；其相關性就是所謂的

對＋的分配律,即 

C∈∀⋅+⋅=+⋅ γβαγαβαγβα ,,,)(  

     這就是所謂體（field）的代數結構。一般而言,擁有兩個運算 1* , 2*

的集合 S ；若滿足上述C 之性質者,我們就說 S 在運算 1* , 2* 之下形成一

個體或說（ S , 1* , 2* ）是一個體。更明確的說,令 1* , 2* 為集合 S 的二元運

算；我們會說（ S , 1* , 2* ）是一個體,若滿足下述三個性質： 

（i）（ S , 1* ）是一個阿貝爾群。 

（ii）（ S \{ 1e } , 2* ）也是阿貝爾群,此處 1e 為 1* 的單位元素。 

（iii）運算 2* 對運算 1* 的分配律成立： 

2 1 2 1 2* ( * ) ( * )* ( * ), , ,a b c a b a c a b c S= ∀ ∈  
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       我們所熟悉的例子當中,除了有理數體、實數體以及複數體之

外； 

),,(),,(),,( ⋅+⊂⋅+⊂⋅+ CRQ  

還有那些介於有理數體及複數體之間的數體（number field）,更有那數

也數不清的質數個數的有限體（finite fields） pZ 。 

    前面的整數系 ),,( ⋅+Z 遠比一般的環還好很多；那就是第二

個運算不僅有單位元素,而且還是可交換的,此種環通常稱之為具單位

元素的交換環（commutative ring with unit）。與此相對的有n階方陣環

),),(( ⋅+RM n
,此為具單位元素的非交換環（ noncommutative  ring 

with unit ）。 

    其實,整數環還有好的性質；譬如說,任何兩個非零元素相乘還是

非零元素,這就是所謂的整域（integral domain）的代數結構。但是,一

般的環,如 6Z 就包含有非零元素 2 及 3 相乘之後等於零；還有矩陣環

中,  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00
00

30
70

00
73

 

也有類似的現象發生。 
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第二章 環的基本性質與例子 

     

第一節 基本定義與性質 

（一）環的定義：非空集環 R在加（＋）、乘（‧）運算之下,滿足： 

  1. ( ),R + 是一個交換群。 

  2. ( ) ( ) , , ,ab c a bc a b c R= ∀ ∈ （乘法結合律） 

  3. ( )a b c ab ac+ = +  及 ( )a b c ac bc+ = + （左及右分配律） 

  若以上三個條件,再加入下面第 4 個條件： 

  4. , ,ab ba a b R= ∀ ∈ , 

就稱為交換環。 

 

（二）基本性質 

若 R是一個環,則我們有 

  1. 0 0 0,a a a R= = ∀ ∈ ； 

  2. ( ) ( ) ( ) , ,a b a b ab a b R− = − =− ∀ ∈ ； 

  3. ( ) ( ) , ,a b ab a b R− − = ∀ ∈ ； 

  4. ( ) ( ) ( ) ,na b a nb n ab n Z= = ∀ ∈  及 Rba ∈∀ , ； 

  5.  （∑
=

n

i
ia

1
）（∑

=

m

j
jb

1
）＝ ∑∑

= =

n

i
j

m

j
iba

1 1
, Rba ji ∈∀ , 。 
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第二節 例子 

例 1：整數 Z 在一般的加法與乘法之下形成一個交換環。 

 

例 2：佈於實數（或複數）的多項式 [ ]( )xCxR 或][ 在一般的加法

與乘法之下形成一個交換環。 

 

例 3：令 )(RMn 為佈於實數體的n階方陣,則 )(RMn 在一般的加法與乘

法之下形成一個環,但不是交換環。 

例 4：令S為一個集合,且 )(S℘ 為所有 S的子集合所形成的集合。我

們定義加（＋）與乘（‧）運算如下： 

( ) ( )
.2,,
;\\

SBABABA
ABBABA

∈∩=⋅
∪=+

 

則它滿足 

( ) ( ) ( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ;

);(,,)6(

)5(
);(,,)4(

;.,,.),(3
;)(2

);(,,,1

ACABACB

SBACABACBA

CBACBACBACBA
SBAABBA

AAAASA

SCBACBACBA

⋅+⋅=⋅+

℘∈∀⋅+⋅=+⋅

⋅⋅=∩∩=∩∩=⋅⋅

℘∈∀+=+

=+℘∈∀
+

℘∈∀++=++

自己就是的加法反元素所以

合運算的單位元素為空集加法

φ
φ

 

又 ABABBABA ⋅=∩=∩=⋅  

所以,布爾環是交換環。 



 12

第三章 布 p 環 

    

第一節 基本性質 

（一） 布 p環的定義：若一個環 R滿足 ,xxp = ,Rx∈∀ 2≥p ,我們稱

之為布 p環。 

 

（二） 布 p環的性質： 

【引理 1】令 R為布 p環且令 Rr∈ 。若 02 =r ,則 0=r 。換言之,布 p

環中非零元素的平方非零。 

【證明】因, 

0

0 2
0

22

2

=

⋅=

=

=

−
=

−

p
r

p

p
p

r

rr

rr
環布

 

故得證。 
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【引理 2】令 R為布 p環且令a R∈ 。若 aa =2
,則 xaax = , Rx∈∀ 。

換言之,布 p環中平方後不變的元素可跟任何元素交換。 

【證明】分配律告訴我們 

( )

xaaxaxaxaaxaxaaxax
axaaxaaxaaxaxaxaaxax

axaax

22

2

+−−=
+−−=

−

 

由假設條件 aa =2 得知 

( )

0

0
1

2

=−⇒

=
+−−=

−

axaax

axaxaaxaxaxaxaaxax
axaax

引理

 

因而我們有 axaax = 。 

同理, 

( )

0

0
1

2

=−⇒

=−

axaxa

axaxa
引理 ； 

我們有 axaxa = ,故得證 Rxxaaxaax ∈∀== , 。   

 

【推論】布爾環是交換環。 
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【引理 3】令 R為布 p環。則 Ryxxyxy pp ∈∀= −− ,,11 。換言之,布 p環

中 1p− 次冪的元素可跟任何元素交換。 

【證明】令
1−= pya 。則, 

Rxxaax

a

y

yy

yy

ya

p

p
p

pp

p

∈∀=⇒

=

=

=

=

=

−

−

−

−

,
2

1

2

2

222

引理

環布

 

故得證。 

【引理 4】令 R為布 p環。則 1 1( ) ( ) , ,p pxy yx x y R− −= ∀ ∈ 。換言之,布 p環中

1p− 次冪內部兩元素可互相交換。 

【證明】因 

( ) ( )

( )

( )

( )

( ) 11
3

11

21

2

21

−−

−−

−−

−

−−

=

=

=

=

=

pp

pp

pp

pp
P

pp

xxy

xyx

xyxyx

xyyx

xyxyxy

引理

環布
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( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )yx

yxyx

yxyx

yxxyx

xyx

xxyx

xyxx

xxxyxyxy

p
P

pp

pp

pp

pp

pp

p

xyp

=

=

=

=

=

=

=

⋅⋅⋅=

−

−

−−

−−

−−

−−

−

−

2

2

12

11

21
3

21

2

1

環布

引理

個48476

 

故得證。 

【引理 5】令 R為布 p環,其中 p為偶數。則 Rxx ∈∀= ,02 。換言之,

偶布 p環中每一個元素的加法反元素就是它自己。 

【證明】因 

( )

,0
2

=

+=⇒
=

=

−=−

xxx
x

x

xx

p

p
p

p
p

環布

偶

環布

 

故得證。 
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第二節 布 3 環是交換環 

【定理 1】布 3 環是交換環。 

【證法 1】因 Ryx ∈∀ ,  

( )

( )

( )

yx

xy

xyy

yxy

yyx

xyyx

yxyx

yxyx

xyxy

xyxy

環布

引理

環布

引理

結合律

引理

環布

3

3

2
3

2
3

23

22
3

22

2
3

2

3
3

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

 

故得證。 
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【證法 2】因 Ryx ∈∀ ,  

( )

( )

( )

( )
( )

yx

yx

xyx

yxx

xyx

yxxyx

yxxyx

yxxy

xyxy

xyxy

環布

引理

環布

結合律

引理

結合律

引理

環布

3

3

2
3

2
3

32

2
3

2

2
4

2

3
3

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

 

故得證。 

 

 

【注意】引理 3 才是上面證明的真正關鍵性質,此性質說：布 3 環中

平方元素可跟任何元素交換。 
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第三節 布 4 環是交換環 

【引理 6】在布 4 環 R中,( ) ( ) Ryxyyxxyy ∈∀+=+ ,,22
。換言之,

布 4 環 R中,平方加一次方的元素可跟任何元素交換。 

【證明】令 yya += 2
。則 

( )

Rxxaax

a

yy

yy

yyy

yya

∈∀=⇒

=

+=

++=

++=

+=

,

0

2

2

2

2
5,4

234

222

引理

引理環布

 

故得證。 

 

 

 

【引理 7】在布 4 環 R中,( ) ( ) Rryxyxxyrryxxy ∈∀+=+ ,,, 。換言

之,布 4 環 R中,兩元素相乘加交換相乘的元素可跟任何元素交換。 

【證明】因 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) Rryxyxxyyyxx

yxyx
∈∀+++++=

+++
,,,22

2

 

,故有
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )yxxyryyrxxr

yxxyyyxxr

yxyxr

ryxyx

ryxxyyyxxryxxyryyrxx

+++++=

+++++=

+++=

+++=

+++++=+++++

22

22

2
6

2

2222

分配律

上之因

引理

上之因

分配律

                                                     故得證。 

【引理 8】在布 4 環 R中, Ryxxyxy ∈∀= ,,22
。換言之,布 4 環 R中

平方的元素可跟任何元素交換。 

【證明】在引理 7 中我們取 yr = 得 

( ) ( )

Ryxxyxy

xyyxyyxyxy

yxxyyyyxxy

∈∀=⇒

+=+⇒

+=+

,,22

22

加法消去律

分配律

 

 故得證。 

 

【定理 2】布 4 環是交換環。 

 

【證法 1】因布 4 環中平方元素可跟任何元素交換,所以 Ryx ∈∀ ,  
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( )
( )

( )
( )

yx

xy

xyy

xyy

yxy

yxy

xyxy

環布

結合律

引理

結合律

引理

結合律

環布

4

4

22
8

22

22
8

22

4
4

=

=

=

=

=

=

=

 

故得證。 

 

【證法 2】引理 6 告訴我們 Ryx ∈∀ ,  

( ) ( )

xyyx

xyxyyxxy

yyxxyy

=⇒

+=+⇒

+=+

加法消去律引理

分配律

,8

22

22

 

故得證。 

 

【觀察 1】引理 8 是上面證明的真正關鍵性質,此性質說：布 4 環中平

方元素可跟任何元素交換。這比起引理 3 所得到的「布 4 環中立方元

素可跟任何元素交換」還更好。 

 

 



 21

【觀察 2】證法 1 的論證非常順暢,之所以如此乃在於 4 是偶數可分成

兩半各得 2；而引理 8 所提供的性質配上布 4 環的性質,馬上得到所要

的交換性,如下所示： 

224
4

yyyy ⋅==
環布

。 

 

一個元素 x怎麼從 y 的左邊跑到 y 的右邊呢？只要看看上面等式最

右側的
22 yy ⋅ 即可了然於心。透過引理 8,元素 x可跳過

2y ；連跳兩次

就從左邊跑到右邊去了,就這麼簡單。 

 

【觀察 3】所以當 p是偶數時,布 p環中的元素 y 可寫成： 

2/2/ ppp
p

yyyy ⋅==
環布

。 

只要可跳過
2/py ,連跳兩次就從左邊跑到右邊；也就是說,可跳過 y 。 

 

【引理 9】在偶布 p環 R中,若 Ryxxyxy pp ∈∀= ,,2/2/
,則此布 p環必

定是交換環。 

 

【證明】因 Ryx ∈∀ ,  
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( )
( )

( )
( )

yx

xy

xyy

xyy

yxy

yxy

xyxy

P

P

PP

PP

PP

PP

P
P

環布

結合律

假設

結合律

假設

結合律

環布

=

=

=

=

=

=

=

2/2/

2/2/

2/2/

2/2/

 

故得證。 
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第四章 布 5 環交換性的探討 

   

【探討】布 5 環需加上什麼條件才有交換性？ 

【引理 10】令 R為布 5 環,若其中每一個元素都可以跟平方元素交換

且每一個元素都可以跟立方元素交換,則此布 5 環必定是交換環。 

【證明】（令 2C 代表布 5 環中每一個元素都可以跟平方元素交換 

3C 代表布 5 環中每一個元素都可以跟立方元素交換） 

我們有 

( )

( )

( )

( )

yx

xy

xyy

xyy

yxy

yxy

xyxy

C

C

環布

結合律

結合律

環布

5

5

23
2

23

23
3

23

5
5

=

=

=

=

=

=

=

 

故得證。 
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【引理 11】令 R為布 5 環,若其中每一個元素都可以跟立方元素交換,

則此布 5 環必定是交換環。 

【證明】我們有 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )
( )

yx

xy

xyxy

xyxy

xyxxy

xyxyx

yxyx

yxxy

xxyxy

xxyyx

yxyx

yyxx

yxyx

xyxy

xyxy

C

C

C

環布

引理

引理

引理

環布

5

55

44
3

44

34
3

43

233
3

233

223
3

232

322
3

232

4
3

4

5
5

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=
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故得證。 

【注意】若布 5 環中每一個元素都可以跟立方元素交換,則此布 5 環

必定是交換環。 
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