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摘要

本篇論文主要是探討倒數矩陣及特徵矩陣的一些性質，並找出 2 階倒數矩陣的一般表示

式。接著利用單元相似或稱單元等價於友矩陣的觀念計算最大奇異值，也整理出 2 階方陣單元

相似於友矩陣的充要條件。並找出倒數矩陣在某些條件下，其結構奇異值為 1。

關鍵字：倒數矩陣 (reciprocal matrix)、特徵矩陣 (signature matrix)、單元相似 (uni-

tary similarity)、單元等價 (unitary equivalent)、友矩陣 (companion matrix)、結構奇

異值 (structured singular value, SSV)、最大奇異值 (maximum singular value)。
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符號表

R 實數

C 複數

Cr r 維行向量 (column vector)

On n 階 0 方陣 (zero matrix)

In n 階單位方陣 (identity matrix)

Rn×n n 階實數方陣

Cn×n n 階複數方陣

Cn×r n× r 階複數方陣

diag(a11 , . . . , ann) 對角元素 a11 , . . . , ann 的矩陣

det(A) A 的行列式值 (determinant)

tr (A) A 的對角線和 (trace)

A−1 A 的反矩陣 (inverse)

AT 矩陣 A 的轉置 (transpose)

A 矩陣 A 的共軛 (conjugate)

A∗ 矩陣 A 的共軛轉置

σ (A) A 的奇異值 (singular value)

σ (A) A 的最大奇異值 (maximum singular value)

ρ(A) A 的頻譜半徑 (spectral radius)

D {λ : ||λ|| < 1}

D {λ : ||λ|| ≤ 1}

i
√
−1

Rn

{
M ∈ Cn×n | ∃S 是特徵矩陣 ∋ SM = MTS

}
△ {diag [δ1Ir1 , · · · , δSIrS , △S+1, · · · , △S+F ] | δi ∈ C, △S+j ∈ Cmj×mj}
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第1章 緒論

當在探討控制系統，所關切的問題視系統是否達到強健穩定 (robust stability) 和強健性

能 (robust performance) 的要求。而在解決不確定 (uncertainty) 系統時，其處理法有非結

構型 (unstructure) 與 結構型 (structure) 兩種方法。在解決非結構型的不確定系統中，我們

通常藉由傳統 Nevanlinna-Pick 插值理論及 H∞ 控制理論設計出控制器。一般在量測結構化

不確定系統時，都所採用的方法為 Doyle 在 1982 年所提出的 µ-synthesis 理論 [1]。

而後 Fan [2] 在 1986 年提出對某種特定矩陣的結構奇異值 (structured singular value,

SSV) 計算，令

Ai (α) = αPi −M∗PiM

其中 i = 1, · · · , n，α ∈ R ，Pi = diag (Ok1 , · · · , Ok1−1, Ik1 , Ok1+1, · · · , Okn)。之後 Ya-

mamoto 跟 Kimura [3] 在 1995 年發表了一個矩陣若是倒數矩陣 (reciprocal matrix) ，則結

構奇異值等於最大奇異值。但是這個結果在不確定性結構是對角為常數的矩陣時不一定成立。

在許多物理結構中，包含了很多種具有對稱的性質，而這些性質經過函數轉換可以表示其

輸入以及輸出的關係。而這個倒數性質就是其中一種，對稱性質的轉換函數或是轉換矩陣常被

用來處理某些具有交互作用的電子資料，或是在設計操作器、感應系統時也常常利用到。在應

用控制的部份對稱性更是被廣泛地拿來使用以及研究 [4, 5]。

本篇論文則是針對倒數矩陣的性質作一些探討，以及藉著結構奇異值等於最大奇異值，利

用 [6] 中單元相似 (unitary similarity) 於友矩陣 (companion matrix) 來計算最大奇異值。第

二章主要是一些數學預備知識，第三章則是主要結果。

1



第2章 數學預備知識

本章節主要介紹本文中使用到的數學預備知識。

2.1 結構奇異值的定義及其性質

　

先定義一個不確定性結構集合 (structured perturbation set) ∆ 為：

∆ ,
{
diag [δ1Ir1, · · · , δSIrS , △S+1, · · · , △S+F ] | δi ∈ C, △S+j ∈ Cmj×mj

}
其中 S 跟 F 為非負整數且滿足下列關係式：

S∑
i=1

ri +
F∑

j=1

mj = n

則開始定義結構奇異值 (structured singular value, SSV) 如下：

定義 2.1. 對任意矩陣 A ∈ Cn×n，相對於不確定性結構 △ ∈ ∆， A 的結構奇異值定義為

µ△ (A) , [min {σ̄ (△) | △ ∈ ∆, det (I − A△) = 0}]−1 (2.1.1)

如果沒有 △ 使得 det (I − A△) = 0 時，便定義 µ△ (A) = 0。

從上述定義可以發現結構奇異值 µ△ (A)和最大奇異值 σ (A)之間的區別，σ̄ (A)只跟已知

矩陣 A有關，而 µ△ (A)的計算還必須多考慮 △進去，而從 △的定義我們可以知道對於任意
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的不確定性結構集合 ∆ 而言，必介於兩種情況之間

{δI | δ ∈ C} ⊂ ∆ ⊂ Cn×n

因此接下來我們將會把 △ 考慮左右兩種極端的情況來藉此觀察 µ△ (A) 上下限。

1. 當 △ ∈ {δIn | δ ∈ C} 時 (S = 1, F = 0, r1 = n)， 則 µ△ (A) = ρ (A)，其中 ρ (A) 為

A 的頻譜半徑，即 ρ (A) = max | λ (A) |。

2. 當 △ ∈ Cn×n 時 (S = 0, F = 1, m1 = n)， 則 µ△ (A) = σ (A)。

我們先對 Case 1. 作一個證明：

證明. det (I − A△) = 0 現可以化簡成 det (I − δA) = 0，可以轉換得知 1
δ
是 A 的特徵值

(eigenvalue)，且 σ (△) =| δ | 故從定義 2.1 可以寫成

µ△ (A) = [min {| δ | : det (I − δA) = 0, δ ∈ C}]−1

因此 µ△ (A) = 1
min|δ| = max | λ (A) |= ρ (A)。

緊接著的是 Case 2. 的證明：

證明. 假設 σ (△) < 1
σ̄(A)

，則 σ (A△) 6 σ (A)σ (△) < 1，也就是說 I − A△ 非奇異，

根據定義 2.1　可以知道 µ△ (A) = 0 6 σ (A)。另一方面，令 u 跟 v 為單位向量並滿足

Av = σ (A) v，且定義 △ , 1
σ(A)

vu∗，把它寫成 σ (A)−1 = v∗△u，這表示 rank(△) =

1，σ (△) = σ (A)−1，接著我們利用 Av = σ (A) v 可以得知 I − A△ 必為奇異，由定義 2.1

可以得到 µ△ (A) ≥ １
σ(△)

= σ (A)，結合前半段可得 σ (A) 6 µ△ (A) 6 σ(A)，藉由夾擠定理

得到結論 µ△ (A) = σ (A)。

因此這樣的包含關係，同時決定了結構化奇異值的不等關係式

ρ (A) ≤ µ△ (A) ≤ σ (A) (2.1.2)

為了使結構化奇異值的上下限再緊湊些，接著引入下面的集合：

Q , {Q ∈ ∆ | Q∗Q = In}
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D ,
{
diag [D1, · · · , Ds, d1Im1 , · · · , dF ImF

] | Di ∈ Cri×ri , Di = D∗
i > 0, dj > 0

}
則對於任意 △ ∈ ∆，Q ∈ Q，D ∈ D，我們有下面的結果。Q∗ ∈ Q，Q△ ∈ ∆，△Q ∈

∆，σ (Q△) = σ (△Q) = σ (△)，D△ = △D。

定理 2.1.1. [7]對任意 Q ∈ Q，D ∈ D，A ∈ Cn×n

µ△ (AQ) = µ△ (QA) = µ△ (A) = µ△
(
DAD−1

)
(2.1.3)

證明. 對所有Q ∈ Q，D ∈ D而言，det (I − A△) = det (I − AD−1D△) = det (I − AD−1△D) =

det (I −DAD−1△DD−1) = det (I −DAD−1△)，因此可得 µ△ (A) = µ△ (DAD−1)。另

一方面，藉由 Q∗Q = In 得知 det (I − A△) = det (I − AQQ∗△)。因為 Q∗△ ∈ ∆，

σ (Q∗△) = σ̄ (△)，故 µ△ (AQ) = µ△ (A)。同理可證 µ△ (QA) = µ△ (A)。

結合 (2.1.2) 及 (2.1.3) 兩式我們可得：

max
Q∈Q

ρ(QA) ≤ µ△ (AQ) = µ△ (A) = µ△
(
DAD−1

)
≤ inf

D∈D
σ
(
DAD−1

)
簡化成下列有助我們計算結構化奇異值的式子：

max
Q∈Q

ρ(QA) ≤ µ△ (A) ≤ inf
D∈D

σ
(
DAD−1

)
(2.1.4)

接著我們所關心的是 µ△ (A) = σ (A) 的部份，這邊先引進奇異值分解 (singular value

decomposition) 如下：

A = σ1UV ∗ + U⊥ΛV
∗
⊥ (2.1.5)

其中 σ1 > 0代表的是A的最大奇異值，且重數為 r；U, V ∈ Cn×r；U⊥, V⊥ ∈ Cn×(n−r)；U∗U =

V ∗V = Ir；U∗
⊥U⊥ = V ∗

⊥V = In−r；U∗U⊥ = 0；V ∗V⊥ = 0；Λ ∈ R(n−r)×(n−r) 是非負而且

σ1In−r − Λ > 0
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U =



X1

...

XS

E1

...

EF


, V =



Y1

...

YS

H1

...

HF


(2.1.6)

Xi, Yi ∈ Cri×r, Ei, Hi ∈ Cmi×r 對每一個 η ∈ Cr 定義

P η
i , Xiηη

∗X∗
i − Yiηη

∗Y ∗
i (2.1.7)

pηS+j , η∗
(
E∗

jEj −H∗
jHj

)
η (2.1.8)

∇M ,
{
diag

[
P η
1 , · · · , P

η
S , p

η
S+1Im1 , · · · , p

η
S+F−1ImF−1

, OmF

]
| P η

i , p
η
S+j如 (2.7) , (2.8) , η ∈ Cr, ||η|| = 1

}
(2.1.9)

定理 2.1.2. [7]給定一個 A ∈ Cn×n，A 之奇異值分解 A = σ1UV ∗ + U⊥ΛV
∗
⊥。

下列四個敘述為等價關係：

1. Oi ∈ ∇M，其中 1 ≤ i ≤ n；

2. 存在 η ∈ Cr， ||η|| = 1 且 Q ∈ Q 使 QUη = V η ；

3. 存在 ξ ∈ Cr， ||ξ|| = 1 且 Q ∈ Q 使 QAξ = σ̄ξ ；

4. µ△ (A) = σ (A) 。

其中 Q , {Q ∈ ∆ | Q∗Q = In}。

證明. 1 ⇒ 2 ：

從 (2.1.9) 得知，假如 Oi ∈ ∇M 可以找到 η ∈ Cr， ||η|| = 1使得 Xiηη
∗X∗

i −Yiηη
∗Y ∗

i =

0, i ≤ s 且 η∗
(
E∗

jEj −H∗
jHj

)
η = 0, j ≤ F − 1 也就是說，對 i ≤ s 的部份我們可以找到
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一個相位角 ejθi 讓 ejθiXiη = Yiη，對 j ≤ F − 1 而言， ||Eη
j η|| = ||Hjη|| 即便可以找出一

個單元矩陣 (unitary matrix) Qj 使得 QjEjη = Hjη，剩下的部分因為 ||Uη|| = ||V η|| 強迫

||EFη|| = ||HFη||，所以一樣可以找到一個單元矩陣 QF 讓 QFEFη = HFη，所以 Q 就由

ejθi，Qj 跟 QF 組成，使得 QUη = V η。

2 ⇒ 1 ：

跟 1 ⇒ 2 一樣的步驟證回去即可。

2 ⇒ 3 ：

從(2.1.5)A = σ1UV ∗+U⊥ΛV
∗
⊥跟 2的敘述條件，因QA (V η) = Q (σ1UV ∗ + U⊥ΛV

∗
⊥) (V η) =

σ1QUη + 0 = σ1V η 令 ξ = V η，即為所求。

3 ⇒ 2 ：

同理，我們利用 (2.1.3) 做 QM 的奇異值分解可得 QA = σ1 (QU)V ∗ + (QU⊥) ΛV
∗
⊥ 假如

QAξ = σ̄ξ，那 ξ 就是相對應 σ1 的奇異向量，也就是說存在一個向量 η 滿足 ξ = V η 明顯地

||η|| = 1 且使得 QUη = QUV ∗ξ = 1
σ1
QAξ = ξ = V η。

3 ⇒ 4：

QAξ = σξ 可以得到 µ△ (A) = max
Q∈Q

ρ (QA) ≥ ρ (QA) ≥ σ (A)，但是 σ (A)恆為 µ△ (A)

的上界，所以強迫 µ△ (A) = σ (A)。

4 ⇒ 3 ：

從 max
Q∈Q

ρ (QA) = µ△ (A)，顯而易見的得到證明。

至此，我們證明完此定理。

這個定理在接下來探討的倒數矩陣 (reciprocal matrix) 跟結構化奇異值的關係裡扮演很重

要的角色。
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2.2 倒數矩陣的基本性質

　

定義 2.2. [8]一個對角矩陣其元素由 1、−1 所組成的矩陣稱為特徵矩陣 S (signature ma-

trix)。當任意一個矩陣M ∈ Cn×n，對某一個特徵矩陣 S 符合

SM = MTS

的條件時我們稱M 為倒數矩陣 (reciprocal matrix)。

範例 2.3. M1 =

 −1 2

−2 3

，M2 =

 1 5

5 2

，
令 S1 =

 −1 0

0 1

， S2 =

 1 0

0 1

，
則 S1M1 =

 1 −2

2 3

 = MT
1 S， S2M2 =

 1 5

5 2

 = MT
2 S2，

因此M1, M2 是倒數矩陣。

另外M1 +M2 =

 0 7

3 5

 不是倒數矩陣，
因為我們找不到 S 使得M1 +M2 符合倒數矩陣的定義，

同理M1M2 =

 9 −1

13 −4

，M2M1 =

 −11 17

−9 16

也不是倒數矩陣。
所以從上述範例中可以看出倒數矩陣沒有加法跟矩陣乘法的封閉性。

令一個集合 Rn =
{
M ∈ Cn×n | ∃S 是特徵矩陣 ∋ SM = MTS

}
，接著我們令 a ∈ C

是一個乘子 (scalar)，若 M ∈ Rn 則 aM ∈ Rn；若 M ∈ Rn 則存在特徵矩陣 S 使得

SM = MTS ，現在 S (aM) = aSM = aMTS 即符合特徵矩陣的定義，因此 aM ∈ Rn，具

有純量乘法的封閉性。
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引理 2.4. [8]假設 M ∈ Rn 是倒數矩陣，且能夠被奇異值分解如 (2.1.5)，則存在對稱單元矩

陣 Θ 使得 V = SUΘ，其中 U 表矩陣 U 之元素的共軛。

引理 2.5. [8]給定一個對稱單元矩陣 Θ ∈ Cn×n，則存在非零向量 η ∈ Cr 使得 Θη = η，其中

η 表向量 η 之共軛向量。

為了論文完整性，參考論文 [8] 重新整理定理如下。

定理 2.2.1. [8]假設M ∈ Rn 是倒數矩陣，則

µ△ (M) = σ̄ (M)

證明. 從奇異值分解 M = σ1UV ∗ + U⊥ΛV
∗
⊥，根據引理 2.4，存在對稱單元矩陣 Θ 使得

V = SUΘ，再根據引理 2.5 找到一個對稱單元矩陣 Θ 之後，在引用引裡 2.5 便存在一個非零

向量 η ∈ Cr 使得 Θη = η，因此 pηi = η∗ (U∗
i Ui − V ∗

i Vi) η = η∗U∗
i Uiη− η∗Θ∗UT

i SiSiUiΘη =

||Uiη||2 − ηTUT
i Uiη = ||Uiη||2 − ||Uiη||2 = 0，其中 Si 代表的是 S 的子矩陣，因為 SS = I，

理所當然 SiSi = I。因此， 0 ∈ ∇M 藉由定理 2.1.2 我們完成此定理。

2.3 單元等價與友矩陣的關係

此章節繼承上述倒數矩陣的特性：給定一矩陣M 是倒數矩陣，則 µ△ (M) = σ (M)，於是

在思考如何讓 µ△ (M) < 1 時，轉為思考如何使得 σ̄ (M) < 1，在只考慮任意矩陣 A ∈ C2×2

的情況下，令 A =

 a11 a12

a21 a22

，要找出使其最大奇異值小於 1 有太多的變數，因此利用友

矩陣 (companion matrix) 的概念來減少變數。

定義 2.6. 給定一個矩陣 A ∈ C2×2，則其友矩陣 C ∈ C2×2 定義如下：

C =

 0 1

−p s


其中 s = tr (A) 為對角線和，p = det (A) 為行列式值。
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藉由定義 2.6 可以得知 A 跟 C 兩個矩陣的特徵多項式相同，希望藉由 C 矩陣來減少計

算最大奇異值的變數，是不是任意矩陣 A 的最大奇異值在何種條件下會跟 C 的最大奇異值相

等？接下來就開始介紹單元等價 (unitary equicalence) 的概念。

定義 2.7. [6]給定一個任意矩陣 A ∈ Cn×n 假如存在一個單元矩陣 U ∈ Cn×n 使得 A = U∗BU

，其中 B ∈ Cn×n ，稱 B 單元相似 (unitary similarity) 或是單元等價 (unitary equivalent)

於 A。假如 U 是實數矩陣，稱 B 正交等價 (orthogonally equivalent) 於 A。

接下來就是如何判別兩個矩陣是不是單元等價；再此之前先說明一個引理。

引理 2.8. 假如 A = [aij] ∈ Cn×n，B = [bij] ∈ Cn×n 且 B 可逆，則 tr (B−1AB) = tr (A) 。

證明. tr (B−1AB) =
n∑

i,j,k=1

b−1
ij ajkbki =

n∑
j,k=1

(bb−1)kj ajk =
n∑

j,k=1

δkjajk =
n∑

k=1

akk = tr(A)。其

中 δkj =


1 for i = j

0 for i ̸= j

。

有了此引理之後再說明下列定理：

定理 2.3.1. [6]假如 A = [aij] ∈ Cn×n 且 B = [bij] ∈ Cn×n 兩者為單元等價，則

n∑
i,j=1

|bij|2 =
n∑

i,j=1

|aij|2

也就是 ||A||2F = ||B||2F ，兩者的 Frobenius norm (Hilbert-Schmidt norm) 相等。

證明. 藉由矩陣運算可以得知
n∑

i,j=1

|aij|2 = tr (A∗A)，因此我們只要證明 tr (A∗A) = tr (B∗B)

即可。因 A 跟 B 酉等價，所以可以找到一個單元矩陣 U ∈ Cn×n 使得 B = U∗AU ，則

tr (B∗B) = tr (U∗A∗UU∗AU) = tr (U∗A∗AU) = tr (A∗A) 根據引理 2.8 跟單元矩陣的特性

U∗ = U−1 得證。

從上述定理可以看出其僅僅是必要條件而已，而我們希望是有更強的充要條件，因此我們

要另外定義一個符號，才能繼續說明下列充要條件的定理。

定義 2.9. [6]令兩個矩陣 S 及 T 定義

W (S, T ) = Sm1T n1Sm2T n2 · · ·SmkT nk

其中 m1, n1, · · · ,mk, nk ≥ 0，而其階層 (degree)為 m1 + n1 +m2 + n2 + · · ·+mk + nk 。
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我們知道矩陣乘法是不能任意交換的，而我們真正想要的是 W (A,A∗) 跟 W (B,B∗)，假

如 B 單元等價於 A ，那麼 A = U∗BU 則

W (A,A∗) = (U∗BU)m1 (U∗B∗U)n1 · · · (U∗BU)mk (U∗B∗U)nk

= U∗Bm1UU∗ (B∗)n1 U · · ·U∗BmkUU∗ (B∗)nk U

= U∗Bm1 (B∗)n1 · · ·Bmk (B∗)nk U

= U∗W (B,B∗)U

因此 trW (A,A∗) = trU∗W (B,B∗)U = trW (B,B∗) 。當我們取 W (S, T ) = TS 之時，即

為定理 2.3.1 的結論。接著就是充要條件的定理。

定理 2.3.2. [6]給定兩個矩陣A,B ∈ Cn×n是單元等價若且唯若trW (A,A∗) = trW (B,B∗)對

其階層W (S, T ) 至多 2n2。

根據定理 2.3.2 對 2 × 2 矩陣而言 W (S, T ) 要考慮的階層頂多 2 (22) = 8 次，也就是

m1+n1+m2+n2+ · · ·+mk+nk ≤ 8，然而根據 [6] 實際上只要檢查W (S, T ) = S, S2, TS

三項條件即可；也就是 tr (A) = tr (B)，tr (A2) = tr (B2)，tr (A∗A) = tr (B∗B)。即下列

推論成立：

推論 2.10. A, B ∈ C2×2 是單元等價若且唯若　

tr (A) = tr (B) , tr
(
A2

)
= tr

(
B2

)
, tr (A∗A) = tr (B∗B)
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2.4 n-頻譜單位球 Σn 與對稱雙盤 Γn

定義 2.11. n-頻譜單位球 (spectral unit ball) ：

Σn ,
{
A ∈ Cn×n | ρ(A) ≤ 1

}
由於 Σn 是一個 n2 維的複數空間，且是一個非凸 (concave)，非平滑 (nonsmooth)，無

界 (unbounded) 的集合，所以處理這個問題困難重重。如果 A ∈ Cn×n，由[6]知 A 相似於

(similar) 其友矩陣 C；也就是說存在一可逆矩陣 T 使得 A = TCT−1(若 T ∗T = In 即為單元

等價)，其中 C 可以寫成下列形式：

C =



0 1 0 · · · 0

... . . . . . . ...

... . . . . . . 0

0 0 1

(−1)n+1 sn · · · · · · −s2 s1


若考慮其特徵多項式：

det (λIn − C) = λn − s1λ
n−1 + · · ·+ (−1)n−1 sn−1λ+ (−1)n sn

其 n 個特徵值 λ1, · · · , λn 滿足

s1 = λ1 + λ2 + · · ·+ λn = tr (A)

s2 =
∏

i<j, i̸=j

λiλj

...

sn = λ1λ2 · · ·λn = det (A)

在目前僅考慮 n = 2 的情況下，C 如定義 2.6 所表示，C =

 0 1

−p s

。由上述特性我們考
慮以下定義：
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定義 2.12. 對稱雙盤 Γn(symmetrized n-disc)：

Γn ,
{
(s1, s2, · · · , sn) | λn − s1λ

n−1 + · · ·+ (−1)n−1 sn−1λ+ (−1)n sn = 0, |λi| ≤ 1, i = 1, · · · , n
}

相較於 Σn 不利的幾何性質，雖然 Γn 為非凸，非平滑，但至少是一個緊緻集合 (Compact

set)。現今只考慮 n = 2 的情況下：

Γ2 , {(s, p) | λ2 − sλ+ p = 0, |λ| ≤ 1}

= {(tr (A) , det (A)) | A ∈ Σ2}

= {(λ1 + λ2, λ1λ2 : |λ1| < 1, |λ2| < 1)}

因此 A ∈ Σ2 若且唯若 (tr (A) , det (A)) ∈ Γ2。根據 [9]，Agler 和 Young 在 1999 年將 Σ2上

兩個點的 Spectral Nevanlinna-Pick 插值問題可以完全轉移到 Γ2 上。Γ2 是一個 2 維的空

間，其為非凸，非平滑，但至少是一個緊緻集合。下面的定理說明了 Γ2 的一些性質：

定理 2.4.1. [10, 11]給定 s, p ∈ C，下列敘述是等價的：

1. (s, p) ∈ Γ2；

2. 方程式 z2 − sz + p = 0 的解都落在 D；

3. |s− sp| ≤ 1− |p|2，且 |s| ≤ 2；

4. |s| ≤ 2 且對任意的 z ∈ D，|2zp− s| ≤ |2− zs|；

5. |p| ≤ 1，|s| ≤ 2 且存在 β ∈ D 使得 s = βp+ β；

6. 2|s− sp|+ |s2 − 4p+ |s|2 ≤ 4。

吾人將在後面章節利用此定理討論由倒數矩陣所形成的 Σn 之子集合是不是一個有界集合。
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第3章 主要結果

對一般矩陣而言，MATLAB 程式提供了計算結構奇異值的指令 mussv，以及 mussvex-

tract。接下來簡單介紹指令的使用方式：

mussv(M,BlockStructure)，其中 M 是給定矩陣，BlockStructure 選擇 △ 的形式，

• 假如 BlockStructure(i, :) = [-r 0], 代表 △i ∈ {δIr | δ ∈ R} ;

• 假如 BlockStructure(i, :) = [r 0], 代表 △i ∈ {δIr | δ ∈ C};

• 假如 BlockStructure(i, :) = [r c], 代表 △i ∈ Cr×c。

以下列矩陣為例：M =



3 −4 0 0

4 3 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


，已知 ρ (M) = σ (M) = 5，由 (2.1.2) 得知

µ△ (M) = 5。

>> mussv([3 -4 0 0; 4 3 0 0; 0 0 1 0; 0 0 0 1], [4 4])

% BlockStructure 在後面表格中有更多使用方法，此例先舉 4 階複數滿矩陣 [4 4]。

ans =

5.0000 5.0000

接著若是要找出相對應的 △，

>> [bounds,muinfo] = mussv([3 -4 0 0; 4 3 0 0; 0 0 1 0; 0 0 0 1], [4 4]);

>> VDelta = mussvextract(muinfo)
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VDelta =

0.1200 0.1600 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

所以經Matlab計算的確 µ△ (M) = 5，並找出其不確定性結構集合△ =



0.12 0.16 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


是滿矩陣類型。下列表格是舉例更多 BlockStructure 的使用方法及相對應的 △：

BlockStructure △ ans

[4 0] (0.12− 0.16i) I4 [5.0000 5.0000]

[2 0; 2 2]



0.12− 0.16i 0 0 0

0 0.12− 0.16i 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


[5.0000 5.0000]

[1 0; 2 2;-1 0]



−0.2 0 0 0

0 0.2 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


[5.0000 5.0000]

3.1 倒數矩陣之結構奇異值計算

　接下來我們將舉一個 4× 4 的例子實作驗證定理 2.1.2，主要步驟如下：

1. 奇異值分解；

2. 驗證定理 2.1.2，0 ∈ ∇M；

3. 從定理 2.1.2 知 µ△ (M) = σ (M)。
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範例 3.1. 1. 已知M =



3 −4 0 0

4 3 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


，M 之奇異值分解如下：

M =



−0.6 −0.8 0 0

−0.8 0.6 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1





5 0 0 0

0 5 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1





−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



= 5



−0.6 −0.8

−0.8 0.6

0 0

0 0


 −1 0 0 0

0 1 0 0

+



0 0

0 0

1 0

0 1


 1 0

0 1


 0 0 1 0

0 0 0 1



= σ1UV ∗ + U⊥ΛV
∗
⊥

其中 σ1 = 5 ，U =



−0.6 −0.8

−0.8 0.6

0 0

0 0


=



X1

X2

E1

E2


，V =



−1 0

0 1

0 0

0 0


=



Y1

Y2

H1

H2



2.取 S =



−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


，則 SM = MTS，

接著假設 Θ =

 a b

b c

，利用引理 2.4 V = SUΘ；



−1 0

0 1

0 0

0 0


=



−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1





−0.6 −0.8

−0.8 0.6

0 0

0 0


Θ，找出 Θ =

 −0.6 −0.8

−0.8 0.6
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現在我們將找出一個非零向量 η ∈ C 且 ||η|| = 1 使得 η∗ (X∗
i Xi − Y ∗

i Yi) η = 0，

令 η =

 η1

η2

 接著解連立方程組
η∗ (X∗

1X1 − Y ∗
1 Y1) η = 0

η∗ (X∗
2X2 − Y ∗

2 Y2) η = 0

[
η1 η2

] −0.64 0.48

0.48 0.64


 η1

η2

 = 0

[
η1 η2

] 0.64 −0.48

−0.48 0.64


 η1

η2

 = 0

在 ||η|| = 1 的限制下， η =

 2√
5

1√
5

 ,

 −1√
5

2√
5

；
最後根據引理 2.5 利用 Θη = η 驗證 η；

 −0.6 −0.8

−0.8 0.6


 2√

5

1√
5

 =

 2√
5

1√
5

，
 −0.6 −0.8

−0.8 0.6


 −1√

5

2√
5

 =

 1√
5

−2√
5

 ̸=

 −1√
5

2√
5


所以 η =

 2√
5

1√
5

 。
根據 (2.1.9)，假設 ∇M =

 Xiηη
∗X∗

i − Yiηη
∗Y ∗

i 0

0 η∗
(
E∗

jEj −H∗
jHj

)
η

 ∈ C4×4，

再從上述奇異值分解得知

Xi =

 −0.6 −0.8

−0.8 0.6

、Yi =

 −1 0

0 1

、Ej = Hj =

 0 0

0 0

，
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∇M =



0 0.8 0 0

0.8 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


，也就是說 O2 ∈ ∇M。

3. 因此藉由定理 2.2.1，µ△ (M) = σ (M) = 5。

驗證M 是倒數矩陣的同時發現：

S = S1 =



−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


，S1M =



−3 4 0 0

4 3 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


= MTS1，因此 M 是倒數矩

陣；

同時也存在，S2 =



1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


，S3 =



1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1


，S4 =



−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1


，

使得 SiM = MTSi，∀i = 1, , 2, 3, 4。

這表示特徵矩陣 S 不一定只有一個，從 S1M = −S3M ， S2M = −S4M 可以得知，更詳細

有關特徵矩陣及倒數矩陣的整理將在章節 3.2 提出。
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3.2 倒數矩陣與特徵矩陣之性質探討

　

給定一倒數矩陣M ∈ R2，特徵矩陣 S 為下列四個矩陣之一：


 1 0

0 1

 ,

 −1 0

0 −1

 ,


 −1 0

0 1


 ,

 1 0

0 −1


 = {S1, S2, S3, S4}

引理 3.2. 若 SiM = MTSi，M ∈ R2，且 SiSj = −I2，則 SjM = MTSj。

證明. 假設其特徵矩陣是 S3，從倒數矩陣的定義來看 S3M = MTS3，此時兩邊同取負號

−S3M = MT (−S3)，且 S3S4 = −I2 即等同於 S4M = MTS4 ；同理 S1 跟 S2 也是。

引理 3.3. 對任意倒數矩陣 M ∈ C2×2，設 D ∈ C2×2 為任意對角矩陣，則 M +D 為倒數矩

陣。

證明. 因M 是倒數矩陣，也就是說 ∃S 使得 SM = MTS，

令 D ∈ C2×2 是一個對角線矩陣，則

S (M +D) = SM + SD = MTS +DS = MTS +DTS = (M +D)T S

因此M +D 也是一個倒數矩陣。

引理 3.4. 設M = MT ∈ C2×2，令 S =

 −1 0

0 1

，則 SM 為倒數矩陣。

證明. 當M = MT 時，則根據上述的性質 2 得

S (SM) = M

另一方面

(SM)T S = MTSTS = MT = M
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即

S (SM) = (SM)T S

因此 SM 確實是倒數矩陣。

引理 3.5. 反對稱M = −MT ∈ C2×2 是倒數矩陣。

證明. 因M = −MT ∈ C2×2，設M =

 0 −b

b 0

，取 S =

 −1 0

0 1

，SM =

 0 b

b 0

 =

MTS，所以M = −MT ∈ C2×2 是倒數矩陣。

以下舉一個 3× 3 反對稱的例子說明不為倒數矩陣：

範例 3.6. A =


0 1 2

−1 0 3

−2 −3 0

 = −AT，根據特徵矩陣的性質我們只需檢查

S0 = I3、S1 =


−1 0 0

0 1 0

0 0 1

、S2 =


1 0 0

0 −1 0

0 0 1

、S3 =


1 0 0

0 1 0

0 0 −1

，

其中一個是否會讓 SA = ATS 成立：


1 0 0

0 1 0

0 0 1




0 1 2

−1 0 3

−2 −3 0

 =


0 1 2

−1 0 3

−2 −3 0

 ̸=


0 −1 −2

1 0 −3

2 3 0

 =


0 −1 −2

1 0 −3

2 3 0




1 0 0

0 1 0

0 0 1

；


−1 0 0

0 1 0

0 0 1




0 1 2

−1 0 3

−2 −3 0

 =


0 −1 −2

−1 0 3

−2 −3 0

；


0 −1 −2

1 0 −3

2 3 0




−1 0 0

0 1 0

0 0 1

 =


0 −1 −2

−1 0 −3

−2 3 0

 ̸=


0 −1 −2

−1 0 3

−2 −3 0

；


1 0 0

0 −1 0

0 0 1




0 1 2

−1 0 3

−2 −3 0

 =


0 1 2

1 0 −3

−2 −3 0

；
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0 −1 −2

1 0 −3

2 3 0




1 0 0

0 −1 0

0 0 1

 =


0 1 −2

1 0 −3

2 −3 0

 ̸=


0 1 2

1 0 −3

−2 −3 0

；


1 0 0

0 1 0

0 0 −1




0 1 2

−1 0 3

−2 −3 0

 =


0 1 2

−1 0 3

2 3 0

；


0 −1 −2

1 0 −3

2 3 0




1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 =


0 −1 −2

1 0 −3

−2 −3 0

 ̸=


0 1 2

−1 0 3

2 3 0


因此找不到特徵矩陣 S 使得 SA = ATS 成立，也就是說 A 不為倒數矩陣。

推論 3.7. A = −AT ∈ Cn×n，n ≥ 3，A 不是倒數矩陣。

由引理 3.4，M = MT 時，SM 為倒數矩陣，雖然 R2 內沒有加法封閉性， 但吾人想了

解這兩種矩陣之線性組合會是倒數矩陣嗎？先討論 n = 2 之情形。

引理 3.8. 設M = MT ∈ R2，S =

 −1 0

0 1

 則下列矩陣為倒數矩陣
M̃ = α0M + α1SM

其中 α0, α1 ∈ {0, 1}，且 |α0|+ |α1| = 1。

證明. M̃ = α0M0 + α1SM，且 |α0| + |α1| = 1 及 α0, α1 ∈ {−1, 0, 1}；即代表 (α0, α1) ∈

{(1, 0) , (0, 1)}，依序帶入 M̃ 可得M、SM、，根據引理 3.4，可得 M̃ 為倒數矩陣。

接著綜觀所有 2× 2 的倒數矩陣不外乎四種情況：

 ∗ b

b ∗

、
 ∗ −b

−b ∗

、
 ∗ −b

b ∗

、
 ∗ b

−b ∗


即 R2 = M1

∪
M2，其中

M1 =


 a b

b c

 :

 a b

b c

 ∈ C2×2

 , M2 =


 a −b

b c

 :

 a b

−b c

 ∈ C2×2

 .
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引理 3.9. 對任意 M̃ ∈ R2，S =

 −1 0

0 1

，∃M = MT ∈ R2, α0, α1 使得

M̃ = α0M + α1SM

且 α0, α1 ∈ {0, 1}，且 |α0|+ |α1| = 1。

證明. 當 M̃ ∈ M1，取M = M̃，即 α0 = 1, α1 = 0。

當 M̃ ∈ M2，取 M̃ =

 a −b

b c

，取M =

 −a b

b c

 ，
則 SM =

 −1 0

0 1


 −a b

b c

 =

 a −b

b c

，所以 M̃ = 0 ·M + 1 · SM。

給定矩陣 M ∈ Rn 。由定義 2.2 知特徵矩陣 S 是由 1 與 −1 為主對角線元素所構成的矩

陣。若 ei，1 ≤ i ≤ n = dim (M)，為 n 維空間之標準基底 (standard basis)，則任意一個特

徵矩陣可表成

S =


(−1)m1 e1

...

(−1)mn en


其中 m1, · · · , mn ∈ {0, 1}。

那麼接下來是 3 × 3 的方陣，想法繼承 2 × 2，令 M0 = MT
0 是對稱矩陣， M1 =

−e1

e2

e3

M0，M2 =


e1

−e2

e3

M0，M3 =


e1

e2

−e3

M0，則下列 3× 3 矩陣為倒數矩陣：

M̃ =
3∑

l=0

αlMl (3.2.1)

其中 αl ∈ {0, 1}，且
3∑

l=0

|αl| = 1。然而
3∑

l=1

|αl| = 3；也就是說在 α0 ∈ {0, 1} 的前提下，αl

同時為 1 ，意即 M1 +M2 +M3 = M0 還是符合倒數矩陣的特性。在 3 × 3 的表示法當中比

2 × 2 多一個可能性，很理所當然的會繼續往高階上面去觀察是不是會有跟 3 階方陣一樣的特

性，而 2× 2 只是特例？最理想的當然是能寫成 n 階的一般表示方法。
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在 n = 4 的方陣中，如同上面想法，假設 M0 = MT
0 ，M1 =



−e1

e2

e3

e4


M0，M2 =



e1

−e2

e3

e4


M0，M3 =



e1

e2

−e3

e4


M0，M4 =



e1

e2

e3

−e4


M0，M5 =



−e1

−e2

e3

e4


M0，M6 =



−e1

e2

−e3

e4


M0，

M7 =



−e1

e2

e3

−e4


M0，則下列 4× 4 矩陣為倒數矩陣：

M̃ =
7∑

l=0

αlMl (3.2.2)

其中 αl ∈ {0, 1}，且
7∑

l=0

|αl| = 1。然而
4∑

l=1

|αl| = n = 4；跟 3 階方陣相同，在 α0 ∈ {0, 1}

的前提下，αl 同時為 1 ，意即 M1 + M2 + M3 + M4 = 2M0 還是符合倒數矩陣的特性，

但除此之外另有一些條件使得 M̃ 亦為倒數矩陣，例如取： α2 = α4 = α6 = 1 且 α1 =

α3 = α5 = α7 = 0 則 M̃ = (α0 + 3)M0 亦為倒數矩陣，更甚者取 α3 = α5 = α7 = 1 且

α0 = α1 = α2 = α4 = α6 = 0 則 M̃ = M1 依然符合倒數矩陣的特性。跟 3× 3 比起來多了一

些瑣碎的條件。

至於任何的 3 階倒數矩陣是否可以表成 (3.2.1)，任何的 4 階倒數矩陣是否可以表成

(3.2.2)，由於可能性過多，未找到確切結論。
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3.3 Σn 之倒數矩陣子集合

　

引理 3.10. 在考慮 n = 2 的情況下，其中M = R2

∩
Σ2，M 是一個無界集合。

證明. 令M =

 a b

−b c

 ∈ M2

∩
M ⊂ Σ2，

則 (tr (M) , det (M)) ∈ Γ2, ∀M ∈ M2，

再來令 s = tr (M) = a+ c，p = det (M) = ac+ b2，

接著代入定理 2.4.1 (3) |s− sp| ≤ 1− |p|2，

可得 |(a+ c)− (a+ c)(ac+ b2)| ≤ 1− |ac+ b2|2，

此時吾人取 ac = −b2，

得到 |a+ c| ≤ 1，

觀察 ||M ||∞ = max {|a|+ |b|, |b|+ |c|}，

從 ac = −b2 得到 |b| =
√

|a||c|，

所以 ||M ||∞ = max {|a|+ |b|, |b|+ |c|} = max
|a+c|≤1

{
|a|+

√
|a||c|,

√
|a||c|+ |c|

}
，

再取 a+ c = −1
2
，則

||M ||∞ = max
|a+c|≤1

{
|a|+

√
|a||c|,

√
|a||c|+ |c|

}
≥ max

a∈R

{
|a|+

√
|a||a+ 1

2
|,
√
|a||a+ 1

2
|+ |a+ 1

2
|

}

也就是說 ||M ||∞ → ∞，

因此M2

∩
M 是一個無界集合，然而M2

∩
M ⊂ M，倒數矩陣所形成的集合M 也是

一個無界集合。

推論 3.11. 對任意的 n∈ N，Rn

∩
Σn為無界集合。
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3.4 倒數矩陣的單元相似友矩陣之結構奇異值計算

兩矩陣若是單元等價，其兩者最大奇異值有什麼關係？結構奇異值又有什麼關係？於是有

了下列定理。

定理 3.4.1. 若 A，B 為單元等價，則

1. σ (A) = σ (B)；

2. µ△ (A) = µ△ (B)。

證明. 1：根據定義 2.7 ，存在一個單元矩陣 U ∈ Cn×n 使得 A = U∗BU，

令 σ (A) =
√

|λmax (A∗A) | ，則

det (λI − A∗A) = det (λI − U∗B∗UU∗BU) = det (U∗)det (λI −B∗B)det (U) = det (λI −B∗B)

代表 σ (A) = σ (B) 。

2：根據定義 2.1 ，

µ△ (A) = [min {σ̄ (△) | △ ∈ ∆, det (I − A△) = 0}]−1，

因 A，B 為單元等價，即存在一個單元矩陣 U ∈ Cn×n 使得 A = U∗BU，其中

det (I − A△) = det (I − U∗BU△) = det (U∗U − U∗BU△U∗U) = det (U∗) det (I −BU△U∗) det (U)

根據定理 2.1.1，

因 U△ ∈ △， σ (U△) = σ (△)，△U∗ ∈ △，σ (△U∗) = σ (△)

所以 µ△ (A) = µ△ (B)。

接著吾人對 2.3 節最後提到的推論 2.10 做進一步的整理。

定理 3.4.2. 令 A =

 a11 a12

a21 a22

 ∈ C2×2，設 C =

 0 1

−p s

 ∈ C2×2，為 A 之友矩陣，其

中 s = tr (A)、p = det (A)，則 A，C 為單元等價之充要條件為：

|a11|2 + |a12|2 + |a21|2 + |a22|2 = |a11a22 − a12a21|2 + |a11 + a22|2 + 1
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證明. 根據推論 2.10 及定義 2.6 ，

任意矩陣 A =

 a11 a12

a21 a22

 ∈ C2×2 單元等價於 C =

 0 1

−p s

 的充要條件，
若且唯若 tr (A) = tr (C)，tr (A2) = tr (C2)，tr (A∗A) = tr (C∗C) 三者同時成立，

其中 s = tr (A) = a11 + a22 ， p = det (A) = a11a22 − a12a21 。

接著我們就來觀察這三個條件：

tr (A∗A) = tr (C∗C) ⇐⇒ |a11|2 + |a12|2 + |a21|2 + |a22|2 = |p|2 + |s|2 + 1

以上條件可從定理 2.3.1 得知；

tr (A) = tr (C) ⇐⇒ a11 + a22 = s = 0 + s；

tr (A2) = tr (C2)。

至於 tr (A2) = tr (C2) 整理如下：

A2 =

 a11 a12

a21 a22


 a11 a12

a21 a22

 =

 a211 + a12a21 ∗

∗ a12a21 + a222

；
tr (A2) = a211 + 2a12a21 + a222；

C2 =

 0 1

−p s


 0 1

−p s

 =

 −p ∗

∗ −p+ s2

 ；
tr (C2) = −2p+ s2 = −2 (a11a22 − a12a21) + (a11 + a22)

2 = a211 + 2a12a21 + a222。

最後得到 tr (A2) = a211 + 2a12a21 + a222 = tr (C2)，

所以這三個條件整理之後，tr (A) = tr (C) 跟 tr (A2) = tr (C2) 是本來就成立的事實，

只要符合 tr (A∗A) = tr (C∗C) 的條件，即 ||A||2F = ||C||2F，條件寫開式為：

|a11|2 + |a12|2 + |a21|2 + |a22|2 = |a11a22 − a12a21|2 + |a11 + a22|2 + 1

任意矩陣 A =

 a11 a12

a21 a22

 ∈ C2×2 可表示成 U∗

 0 1

−p s

U。
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範例 3.12. 給定 A =

 5+
√
2

2
5−

√
2

2

3+
√
2

2
3−

√
2

2

，則 A 之友矩陣 C =

 0 1
√
2 4

 ，
接著驗證定理 3.4.2 的條件：

||A||2F =
(

5+
√
2

2

)2

+
(

5−
√
2

2

)2

+
(

3+
√
2

2

)2

+
(

3−
√
2

2

)2

= 19

||C||2F =
√
2
2
+ 42 + 1 = 19

即 A 單元等價於 C，找到單元矩陣 U =


√
2
2

−
√
2
2

√
2
2

√
2
2

，使得 A = U∗CU。

根據前面定理 3.4.1 提到 σ (A) 也會等於 σ (C) ，接下來吾人以此作跳板對 σ (A) ≥ 1 做

探討。

定理 3.4.3. 令 A =

 a11 a12

a21 a22

 ∈ C2×2、C =

 0 1

−p s

 ∈ C2×2，其中 s = tr (A)、p =

det (A)，若 A、C 為單元等價，即 A = U

 0 1

−p s

U∗，其中 U∗U = I2，則 σ (A) ≥ 1。

證明. 先考慮 C 的最大奇異值：

C∗C =

 0 −p

1 s


 0 1

−p s

 =

 |p|2 −ps

−ps 1 + |s|2

 ，
令 z 為 C∗C 的特徵值，

則 det (zI2 − C∗C) = z2 − (1 + |s|2 + |p|2) z + |p|2 = 0 ，利用公式解可得

z =
(1 + |s|2 + |p|2)±

√
(1 + |s|2 + |p|2)2 − 4|p|2

2

接著利用最大奇異值必為正實數的特性可以知道 (1 + |s|2 + |p|2)2 − 4|p|2 ≥ 0，

假設 σ̄ (C) < 1 也就是
√

|zmax| < 1 ，即

(1 + |s|2 + |p|2) +
√
(1 + |s|2 + |p|2)2 − 4|p|2

2
< 1

整理如下：
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(√
(1 + |s|2 + |p|2)2 − 4|p|2

)2

< (2− (1 + |s|2 + |p|2))2 ；

(1 + |s|2 + |p|2)2 − 4|p|2 < 4− 4 (1 + |s|2 + |p|2) + (1 + |s|2 + |p|2)2 ；

4|s|2 < 0 ；

最後得到 |s|2 < 0 ，至此出現矛盾；

因此我們知道只要 A = U∗

 0 1

−p s

U 的形式下，σ (A) = σ (C) ≥ 1 。

Note. 當 |s| = 0時，且 |p| = 0或是 |p| = 1時，也就是說 a11 = −a22，且 a11a22−a12a21 = 0

或是 a11a22 − a12a21 = ±eiθ 時，其中 θ ∈ [0, 2π]，σ (A) = σ (C) = 1。

再者若 M 為倒數矩陣，且考慮 M 跟 C 單元等價，由 µ△ (M) = σ (M)，µ△ (M) =

µ△ (C)，以及 σ (M) = σ (C)，得知 µ△ (M) = µ△ (C) = σ (C) ≥ 1。

根據定理 3.4.3 證明的最後，C 有下列三種情況，使 σ (C) = 1：

 0 1

0 0

、
 0 1

eiθ 0

、
 0 1

−eiθ 0


其中 θ ∈ [0, 2π]。

於是利用上述一些定理性質最後整理出一個定理；M ∈ R2 = M1

∪
M2 及其友矩陣 C，

符合某些條件，使得 µ△ (M) = 1。

定理 3.4.4. M ∈ R2 ⊂ C2×2，C =

 0 1

−p 0

，其中 p = det (M)，若 M 滿足下列條件之

一：

1. det (M) = 0 且 |a|2 + |b|2 = 1
2
；

2. |det (M) | = 1 且 |a|2 + |b|2 = 1；

則M、C 兩者單元等價，且 µ△ (M) = 1。

證明. 從M 的友矩陣 C =

 0 1

−p 0

，設M =

 a b

b −a

 ∈ M1 ⊂ R2，
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1. 從 det (M) = 0 = p，得到 C =

 0 1

0 0

，σ (C) = 1，且 ||C||2F = 1。從 |a|2+ |b|2 =

1
2
，得到 ||M ||2F = 1，因此藉由定理 3.4.2 得知 M、C 為單元等價，再根據定理 3.4.1

得到 σ (M) = σ (C) = 1且 µ△ (M) = µ△ (C)。因M ∈ R2 是倒數矩陣，從定理 2.2.1

最後得到 µ△ (M) = σ (M) = 1。

2. 從 |det (M) | = 1 = p，得到 C =

 0 1

±eiθ 0

，其中 θ ∈ [0, 2π]，σ (C) = 1，且

||C||2F = 2。從 |a|2+ |b|2 = 1，得到 ||M ||2F = 2，因此藉由定理 3.4.2 得知M、C 為單

元等價，再根據定理 3.4.1 得到 σ (M) = σ (C) = 1且 µ△ (M) = µ△ (C)。因M ∈ R2

是倒數矩陣，從定理 2.2.1 最後得到 µ△ (M) = σ (M) = 1。

同理可證M =

 a −b

b −a

 ∈ M2 ⊂ R2。

範例 3.13. 由於M =

 a b

b −a

 或
 a −b

b −a

，針對上述可能性舉例如下：
det (M) |a|2 + |b|2 M1 M2

0 1
2

 i
2

1
2

1
2

− i
2


 1

2
−1

2

1
2

−1
2


1 1


√
2
2
i −

√
2
2

−
√
2
2

−
√
2
2
i




√
2
2
i −

√
2
2

√
2
2

−
√
2
2
i


−1 1


√
2
2

√
2
2

√
2
2

−
√
2
2




√
2
2

−
√
2
2
i

√
2
2
i −

√
2
2
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第4章 結論

本篇論文整理出特徵矩陣及倒數矩陣的一些性質，並找出 2 階倒數矩陣的一般表示式。而

且知道 Rn 只有純量乘法的封閉性而沒有矩陣加法及乘法的封閉性、Rn

∩
Σn 為無界集合。並

整理出任意 2 階方陣單元等價於友矩陣的條件，利用友矩陣簡少計算最大奇異值的變數。再

者若 M ∈ C2×2 為倒數矩陣，且考慮 M 跟 C 單元等價，由 µ△ (M) = σ (M)，µ△ (M) =

µ△ (C)，以及 σ (M) = σ (C)，得知 µ△ (M) = µ△ (C) = σ (C) ≥ 1，並找出 µ△ (M) = 1

中M 的條件。
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