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摘要 

 
本計畫主要目的為，以數值方法對高溫超導體理論之「t-J類模型」基態性質作一有系統的

研究。在最佳摻雜（optimal doped）或是過度摻雜（overdoped）的狀態下，現有理論已經

可以大致解釋實驗所觀察得的現象，然而低度摻雜（underdoped）的高溫超導體有許多特

性，仍然難以解釋，例如：當載流子（可能為電子或是電洞）逐漸增加，銅氧平面由反鐵

磁相之Mott insulator至超導相之間的變化；費米面之形狀；膺能隙（pseudogap）與超導長

程序；以及條紋相（stripe phase）等問題。由於此類模型屬於「強關聯電子系統」，無法

以傳統量子力學的微擾法逼近求解，因此有必要借助數值方法，才能得到可靠的結果。本

計畫除利用現有的量子蒙地卡羅方法，計算此類系統之能量、自旋結構相關函數、電荷結

構相關函數、配對相關函數、電流相關函數以及動量分佈函數等基態時的物理量，藉此進

行在各參數範圍（指不同的電子密度Ne以及耦合強度J/t）的性質之外，也將開發更強力的

數值方法，以期以有限的計算資源求得更精確的結果，並能將新的數值方法應用於其他凝

態物理模型之上。 
 
關鍵詞：高溫超導、強關聯電子系統、蒙地卡羅模擬 
 
 

Abstract 
 
In the project, the ground state properties of the t-J type models for High-Tc superconductivity 
will be studied by numerical methods in a systematical way. For optimal doped and overdoped 
cases, the theories can explain the experimental observations well. But for uderdoped High-Tc 
superconductors, several properties are still in puzzle. For example, it is still controversial for 
the mechanism of the transition from Mott insulator to superconductor as the doped hole density 
is increased. Other questions like the shape of the Fermi surface, the relation between pseudogap 
and superconducting long-range order, and stripe phase are still not fully resolved. The t-J type 
models are “strongly-correlated electron systems” and cannot be solved by the traditional 
perturbation method. Thus accurate numerical methods are necessary to resolve this kind of 
questions. In this project, the quantum Monte Carlo method will be used to calculate the energy, 
spin and charge correlation functions, pair-pair correlation function, current-current correlation 
function, and momentum distribution function of the ground state of the models. The phases of 
different parameter spaces will be determined by these measured properties. In the mean time, 
we will develop more powerful numerical methods in order to yield more accurate results. And 
the new methods will be tried to apply on other condensed-matter models. 
 
Keywords: high temperature superconductivity, strongly-correlated electron system, Monte 
Carlo simulation 
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一、 前言 
 
自高溫超導現象發現以來 [1,2]，其作用機制一直是學術與工業界感興趣的課題。雖然在超

導轉變溫度的提升上沒有更大的突破，然而越來越多的的研究顯示，這類材料的性質，與

我們所熟知的金屬或是半導體、絕緣體材料，有很大的不同，因而除了在實際應用的期待

之外，對此類新材料之基礎研究，也歷經十餘年不衰，一直是凝體物理研究中的重要課題。

目前高溫超導理論在國際物理學界仍屬熱門問題，有許多一流的研究群進行這方面的研

究。雖然競爭十分激烈，由於尚未釐清的問題甚多，可發揮的空間仍大。本計畫在執行的

三年中（2002/08~2005/07），以數值方法研究高溫超導體主要的理論模型「Extended t-J 
Model」的各種特性，獲得許多重要的成果，並發表於主要的國際期刊中。本報告將針對這

些成果作一說明。 
 
二、 研究目的 

 
在本計畫中，我們預計解決的問題為： 
1. 確定二維 t-J 模型基態時在不同參數條件下的相圖。在計畫主持人過去的研究中，已有

相當多相關的成果 [3-11]，不過許多問題物理學界仍然沒有共識，需要以更精確的數值

模擬，提出更強力、清晰的數據。 
2. 各個相之間如何轉變，這是更複雜的問題，特別是在低摻雜範圍，仍有許多模糊地帶。

例如由無摻雜的反鐵磁相，在逐漸加入電流載子（可能為電子或電洞）時，系統如何由

反鐵磁態變為超導態？為一相轉變過程或是漸變過程？費米面的變化如何[12,13]？是

否有反鐵磁與超導共存的現象？與「stagger flux phase」[14]之間的關係為何？又如低摻

雜時的膺能隙與超導能隙之間的關係為何？這些都是亟待解決的問題。 
3. 二維 t-J 模型能解釋許多高溫超導材料的特殊性質，然而也有一些結果與實驗不吻合。

我們除了徹底理解二維 t-J 模型的特性外，也應考慮，如何修正原來的模型，才能更完

整地解釋實驗結果？此即為本計畫研究「t-J 類模型」之目的。以二維 t-J 模型為基礎作

各種修正，如加上次近鄰或再次近鄰修正項（t’, t”, J’, J”），庫侖排斥力，加入雜質，或

改變晶格的幾何結構等，並研究這些修正後的模型的特性，以期能更完整地解釋甚至預

測實驗結果。可以預見的是，次近鄰躍遷項 t’是很重要的特性，因為根據對稱性，在單

純的二維 t-J 模型中，摻雜電子或電洞兩種材料的特性是完全相同的，加入 t’修正項可

以區分這兩種材料。 
4. 由於費米子系統有「負號問題」，在量子蒙地卡羅模擬中，會嚴重影響數據的精確度，

由於 t-J 類模型的基態性質十分複雜，往往小小的數據誤差就能造成結論完全不同。如

在相分離態的爭議中，數個研究群之間的數據差異在千分之五以下，卻得到相反的結論 
[5-7, 15-17]。雖然本組所得數據較佳也較具說服力，但是其差別太小，亦有可能來自於

各種有限尺度效應。這些困擾來自於數據精確度不足，因此必須開發更好的數值方法，

才能得到更具說服力的結果。近年來數值方法已有不少進展 [18-20]，然而仍有改善空

間，若能研發出高效率、高精確度的新方法，將可取得極大的競爭優勢。 
 
三、 文獻探討 

 
自高溫超導現象發現以來[1,2]，其作用機制至今仍缺乏一個公認確信的解釋。雖然在超導

轉變溫度的提升上沒有更大的突破，然而越來越多的研究顯示，這類材料的性質，與我們

所熟知的金屬或是半導體、絕緣體材料，有很大的不同，因而對此類新材料之基礎研究，
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一直是凝體物理研究中的重要課題。近幾年實驗技術的發展，如高精度的 ARPES[22]以及

電子顯微鏡技術[22]，讓我們對這類材料的電子結構有更進一步的瞭解。 
 
過去在高溫超導現象的微觀理論研究方面，大多集中於二維 Hubbard 模型與 t-J 模型，這類

模型有一個特點是只牽涉到最近鄰之間的電子躍遷（t）以及自旋－自旋交互作用（J）或是

當一個晶格點有兩個電子佔據時的庫侖排斥力（U）；次近鄰（t’）與再次近鄰（t”）的電子

躍遷因為其能量尺度較小，在過去的研究中往往被認為不重要而遭忽略。然而由最近的實

驗結果看來，t’ 與 t” 其實扮演了非常重要的角色，要正確地解釋高溫超導體的機制，這

兩項的效應是不可以忽略的，因此廣義 t-J 模型（extended t-J model，或 t-t’-t”-J model），應

比傳統的 t-J 模型更能正確描述高溫超導材料的各種物理性質[23]。 
 
在我們過去的研究中，探討了 t’與條紋相（stripe phase）的關係，發現在低電洞摻雜區域，

t’能夠降低條紋相的能量[11]；而第一原理計算的結果顯示，適當的 t’與 t”值能增加超導配

對關聯函數的強度 [24]。 
 
過去以 t-J 模型研究低摻雜濃度時發現，反鐵磁長程序要到電洞濃度σh約達 10%左右才會

消失[25]，然而實驗結果顯示，當電洞摻雜濃度達到將近 5%時反鐵磁長程序就會消失。同

時t-J模型預測，在摻雜濃度 0 < σh < 10%時，超導性與反鐵磁性共存，但是實驗並沒有觀察

到這個現象。這兩點顯示在極低摻雜濃度下，過去的理論無法正確地解釋高溫超導體性質。 
 
由以上回顧可知，到目前為止高溫超導的理論與實驗結果尚有許多現有的理論無法解釋之

處，這也吸引了許多凝體物理學家持續投入這個領域的研究。本計畫這三年來，陸續回答

了部分問題，將於第五節「結果與討論」中詳述。 
 
四、 研究方法 

 
本計畫採用之研究方法為解析與數值方法並行。在解析研究方面，主要以平均場理論為主，

在弱耦合近似（weak-coupling approximation）找出在不同參數條件下較有可能之近似基態

波函數。由於弱耦合近似解並不滿足 t-J 類模型必須滿足之限制條件（每個晶格點最多只允

許一個電子存在），所得之波函數未必為真正的基態波函數，所得之序參量亦不一定反映基

態的真正性質，甚至也難以估計其與真正基態波函數到底相差多遠，因此必須作更精確的

計算。然而由於 t-J 類模型屬於強關聯電子系統，解析方法常用的「微擾法」並無法有系統

地逼近真正的解，因此在本計畫中將不採用進一步的解析方法，而是以此平均場理論所得

之近似基態波函數為起始點，稱為「嘗試波函數」（TWF, trial wave function），在強制波函

數滿足上述限制條件的情況下，有系統地逼近真正的基態波函數。 
 
由於所求為系統之基態性質，在經由平均場理論得到嘗試波函數之後，第一步就是利用「變

分蒙地卡羅模擬」（VMC, variational Monte Carlo）方法求得在滿足限制條件下時之最佳序

參量，得到最佳嘗試波函數（optimal TWF）之後，利用 power-Lanczos 方法，將波函數逐

步逼近真正的基態，所量得的物理量也將逐漸逼近真正的基態物理量，再藉此訂出 t-J 類模

型在不同參數空間之相圖，並比較與實驗及其他理論之結果。 
 
由於高溫超導材料相當複雜，現有的模型未必能夠準確地描述此類材料，由過去的研究結

果顯示，t-J 類模型可以解釋高溫超導體相當多的特性，然而有些性質（如超導長程序的大

小）卻與實驗並不吻合，由上述所得之理論計算結果，除了有助於更加瞭解此類模型之特

性外，其與實驗結果抵觸的部分，亦十分重要，可以作為修正模型之依據。 
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由於強關聯電子系統之計算所需之計算量十分龐大，為了有效地運用有限的計算資源，在

合理的時間內得到夠精確的結果，將採取以下方法： 
1. 尋找較佳的平均場理論，解出叫接近真正基態的嘗試波函數，如此可以節省計算所需時

間，並減少因「費米子負號問題」所引起的統計誤差。 
2. 利用大規模的平行計算主機，以高效能計算減少計算所需等待時間，如國家高速電腦中

心之 IBM SP2 主機。 
3. 建置個人電腦叢集（PC Cluster）：由於蒙地卡羅模擬所需之各處理器間的資料交換較

少，使用個人電腦叢集亦可得到相當好的效率。 
4. 研發更新更快，可處理強關聯電子系統的數值方法。 
 
五、 結果與討論 

 
1. 針對 t-J 模型是否能得到足夠大的超導長程序長程序來解釋高溫超導現象，在我們過去

的研究中指出，雖然由平均場理論以及變分法的研究結果看來，似乎是可以解釋高溫超

導，然而若利用 Power Lanczos 方法作更精確的探討時發現，超導長程序隨著波函數逼

近基態而迅速衰減，故結論是 t-J 模型的基態並無法得到足夠大的超導長程序[8]。之後

義大利的研究者 S. Sorella 對同一問題利用外插法所得到的結果卻是 t-J 模型足以得到夠

大的超導長程序，與我們的結果矛盾[26]。我們針對這個問題作了更進一步的探討，結

論是以 t-J 模型這類強關聯系統的特性而言，用外插法來預測其關聯函數（特別是超導）

在基態時之特性是不可靠的。相關論文發表於文獻[27]。 
2. 我們持續過去對次近鄰與再次近鄰躍遷項 t’及 t”的研究[11]，探討這兩項對超導長程序

的影響。結果發現在最佳摻雜以及過度摻雜時，適當的 t’與 t”（0>t’>-0.4, t”~-0.5t’）值

能增加超導配對關聯函數的強度，當 t’之絕對值繼續增加到 t’<-0.4 時，超導配對關聯函

數又會迅速下降，這個結果與第一原理計算的結果吻合[24]。相關論文發表於文獻[28]。 
3. 在極低摻雜濃度下，過去的理論（t-J 以及 Hubbard 模型）無法正確地解釋高溫超導體

性質。其中的一個問題是當摻雜濃度逐漸增加時，材料如何由反鐵磁絕緣體轉變為超導

態；以及這兩種狀態是否可能在同一個系統中共存。當我們將 t’與 t”項引入模型後，我

們發現了一個新的波函數在這個區域可以得到較 t-J 模型的超導—反鐵磁共存的波函數

更低的能量，這個波函數由一個小的費米面（或稱「費米包」，Fermi pocket）所定義，

與傳統 t-J 模型的大費米面不同，它具有反鐵磁性但不具超導性，同時在這個廣義 t-J 模
型中反鐵磁相大約在 6%的摻雜濃度就會消失，這些結果與實驗十分吻合，也解決了這

個困擾已久的問題。相關論文發表於文獻[29]。 
4. 我們利用 Power Lanczos 方法，研究二維 Hubbard 模型之超導長程序發現，Hubbard 模

型之基態亦無法得到足夠大的超導長程序，相關論文發表於[30]。 
5. 延續文獻[28]的研究，我們針對電洞摻雜系統探討了 t-t’-t”-J 模型在各個 t’與 t”值之下、

以及不同的波函數的超導長程序。得到沿著-t’+t”~0.5 這條直線可得到較大的超導長程

序，相關論文發表於[31]。 
6. 延續文獻[28,29,31]之研究，我們針對電洞摻雜系統探討了在不同的 t’值（t”=-0.5t’）之

下，反鐵磁與超導長程序之間的轉變過程。我們發現，當 |t’| 較小（0 > t’ > -0.3t）時，

超導與反鐵磁之間可以共存，當 t’~0.3t 時，超導與反鐵磁不共存，為一階相變。因此

在低摻雜區域可能存有非均勻相，相關論文發表於[32]。 
7. 上述各成果，亦陸續發表於各國際會議，包括：(1) March Meeting of American Physical 
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Society –Austin, United States, March 2003 (2) Workshop on Novel Quantum Phenomena in 
Transition Metal Oxides (TMO2003) – Sendai, Japan, November 2003 (3) Asia-Pacific 
Workshop on Strongly Correlated Systems – Hong Kong, China, June 2004 (4) Workshop on 
Novel Quantum Phenomena in Transition Metal Oxides (TMO2004) – Sendai, Japan, 
November 2004。 

 
六、 成果自評 

 
本次三年計畫共發表六篇 SCI 期刊論文，其中[27]與[28]發表於 Physical Review Letters, [29] 
發表於 Physical Review B 中的 Rapid Communication，其 Impact Factor 分別為 7.218 以及

3.075，至今分別被引用 9, 10, 1 次。這些數據顯示本次三年計畫之研究成果除「量」方面

達到預期目標之外，「質」的方面亦已受到國際同領域研究者的肯定。因此主持人自評本次

計畫的研究成果是令人滿意的。 
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