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一、中文摘要

我們研究了二腳（two-leg）的樓梯模型。由先前的研究得知，該模型如果引進了反鐵磁的次近鄰，

則系統擁有兩個相：Haldane 相和單態相（rung-singlet）。但不久前，Starykh 等人提出了，除了前面提

到的兩個相，還有第三個相：二聚化相（columnar dimer）。在我們的研究中，我們計算了二聚化序參量，

發現其序參量在熱力學極限下是不存在的。而且，我們還利用其他間接的數值證明，如分析 rung 自旋關

聯函數的交點，string 關聯函數，和能隙等結果，均發現只有一個相變點的存在，而非兩個。因此，我們

結論在 two-leg 的樓梯模型裏，並不存在二聚化相。

關鍵詞：二聚化相，自旋樓梯模型

Abstract

In this work, we investigate two-leg spin ladders. As is well known, if the next nearest neighboring

couplings are considered, there are two phases existing in this model: Haldane phase and Rung-singlet (RS)

phase. However, O. A. Starykh et. al. proposed that there should be another phase, called columnar dimmer (DC)

phase, lying between the Haldane phase and the RS phase. We firstly calculated the dimer order parameter to

detect the existence of the DC phase. We found that the order parameter disappears in the thermodynamic limit.

We also proved the inexistence of the DC phase in other indirect ways. Through careful transition analysis on

rung spin correlations, string correlations and the gaps, we inferred that only a phase boundary does exist in the

model with the entire parameter range, but not two. Therefore we concluded that the DC phase is not present in

the two-leg spin ladder.

Keywords: dimmer phase, spin ladder

二、緣由與目的、結果與討論

自旋樓梯模型（spin ladder model）一直是人們感興趣的問題。不僅是因為實驗上，有此模型可類比

的材料〔1〕，而且在幾何結構上，這個模型是介於一維系統和二維系統，是連接一維系統和二維系統的橋

樑。

樓梯模型可以有兩支腳（two-leg）， 三支腳（three-leg）或四支腳等。如果只有一支腳，那麼系統
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就簡化成標準的一維鏈。如果在垂直梯腳的方向上有無限多支腳，那就成了標準的二維系統。對於 n-leg

的自旋樓梯模型，其哈密頓量寫成







 
1,1

,1,
,1

1,,
n i

ii
n i

iin SSJSSJH





           （1） 

rung J
x

J
|

J

S
2,i+1

S
1,i+1

S
2,i

S
1,i

圖 1 自旋樓梯模型。

自旋樓梯模型在某方面和一維自旋模型具有相同的特徵。比如說，當梯腳的數目為奇數時，系統是

沒有能隙的。反之，當梯腳的數目為偶數時，系統是有能隙的〔2〕。首先，S. R. White 利用 DMRG 的數

值結果顯示了 two-leg 自旋樓梯模型（ JJ  , 2n ）和一維反鐵磁 S=1 自旋系統的關係。發現 two-leg

自旋樓梯模型中的兩個次近鄰自旋，可視為一個有效的 S=1 自旋。整個系統的基態是非簡併的，被稱為

rung-singlet（以後簡稱 RS 相）。這個系統有能隙， 41.0~ ，而且其 string 關聯函數在熱力學極限下仍

然存在〔3〕。而 X. Q. Wang 研究了 three-leg 的自旋樓梯模型。他們利用的 DMRG 數值結果來比較此樓梯

模型和一維 S=3/2 自旋系統〔4〕。

當自旋樓梯模型中加入次近鄰時，其基態物理性質也吸引了許多人的研究。之前提到，在沒有次近

鄰作用時，兩個次近鄰自旋，可視為一個有效的 S=1 自旋。其經典的圖像如圖 2（a）所示

(a) (b)

圖 2 RS 相和 Haldane 相的經典圖像。

另一方面，考慮次近鄰相互作用 J 而且其強度非常大，我們可以想像，受到次近鄰相互作用的影響，同

一個 rung 兩端的自旋將同向，因此兩個近鄰自旋，可視為一個有效的 S=1 自旋。其圖像如圖 2（b）所

示。此時的基態被稱為 Haldane 相。但是，如果慢慢的降低次近鄰作用相互作用，由於次近鄰作用和近

鄰作用都是反鐵磁，因此自旋面臨了阻挫問題，基態可能不再像我們描述得那麼簡單，而且會有相變發

生。

X. Q. Wang利用DMRG精確地給出了two-leg的相圖〔5〕和相邊界。其相邊界的關係約為  JJ 2~ （在
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小 J 時），顯示在圖3。他的研究還發現，當 287.0J 時，這兩個相的相變點是屬於一階相變。當

287.0J 時，相變點是屬於二階相變，而且如果系統處在相變點時，是沒有能隙的。此外，文章[6]

還利用了是兩個次近鄰自旋或兩個最近鄰自旋可視為有效的S=1自旋的性質，建立了其對應的string關聯

函數來研究這兩個相的特性。

 

圖 3 Wang 對 two-leg 自旋樓梯給的相圖。

然而，在兩年前的一篇文章中〔7〕，作者宣稱，除了這兩個相，還存在第三個相，被稱為 columnar dimer

相（DC）。這個相處在 RS 相和 Haldane 相之間。由於這個相的範圍很小，所以之前的研究並沒有發現

這個相的存在。其基態的圖像為（虛線的方框代表了二聚化的形成）

圖 4 文獻[7]提出的 DC 相。

我們對這個相是否存在表示疑問。因為這個結果和之前的許多結果並不一致。這個問題提起了我們的興
趣。本章就是以這個觀點為出發點討論這第三個相，DC 相，是否存在。我們將展示我們的數值結果，
然後很謹慎地對研究的結果來做分析。

考慮加入次近鄰的反鐵磁相互作用後，其哈密頓量為式（1）的 n=2 再加上 J 的交叉項

  
i

iiiin SSSSJHH )(' ,21,11,2,12 （2）

所有的自旋 iS , 均為 S=1/2 自旋。其基態的相圖如圖 3 所示。由先前的工作得知，實際上的相邊界（phase
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boundary）稍微的向曲線  JJ 2 下偏一點，也就是 RS 相的區域稍微大一點〔5,8〕。然而，O. A. Starykh

指出有個 columnar dimer 相（DC），介於 RS 相和 Haldane 相之間。他們的工作也明確地給出來兩條相

邊界。RS 相和 DC 相的相邊界為   22
, /2   JJJ Sc ；Haldane 相和 DC 相的相邊界為

  22
, /52   JJJ Tc

〔7〕。其相圖如圖 5 所示。我們的工作是在尋找這個相存在的可能性。

圖 5 文獻[7]新提出的相圖。

我們主要都討論 2.0J 的情形。因此，帶入 ScJ , 和 TcJ , 的公式後，我們得到，在此情形下，

DC 相應存在於 396.038.0  J 的區域。注意到相變點 TcJ , 是文獻中[5]曾給出來的相變點，是區

分 RS 相和 Haldane 相的點。只考慮 2.0J 的情形已足夠，因為這條件滿足了文獻 [7] 中使用的弱耦

合場論的條件。在 DMRG 的計算中，我們採取開放邊界條件。我們在每個方塊中至少保存了 500 個態，

而截斷誤差在 710 的數量級。L 代表系統長度， LN 2 為整個系統的自旋數目。

最直接檢測二聚化相的方法，是計算二聚化序參量的平均值。其定義如下




 
2,1

2,1,1,, )(
2
1


 iiii SSSSD （3）

在式（3）中，為了避免兩端的邊界效應，我們只取 i 為最中間的格點。 指的是對基態求平均值。我

們取的點從 33.0J 到 45.0J 。其數值結果在圖 6。
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圖 6 不同 J 的二聚化序參量隨著系統大小的變化。
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我們發現，所有的點，即使是 39.0J ，（這個點顯然地處在 Starykh 所預言的 DC 相區域內。）序參

量 D 在熱力學極限下 L 均不存在。而且，對於較大的系統，還有 /~ LceD  關係。c 是某一個常

數，而是一種關聯長度。圖 7 就明顯地說明了其指數關係。我們更進一步地測量其斜率來決定關聯長

度。
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圖 7 不同 J 的二聚化序參量與長度 L 的指數關係。

在圖 7 中，我們還對的倒數作圖。我們發現， /1 在 38.0J 附近逐漸趨向於 0。也就是說，在這

點附近的發散，而這點剛好位於 RS 相和 Haldane 相的相邊界上（  378.0~,TcJ
〔5〕），而不是 Starykh

所預言的另一個相變點 ScJ , 。從這類行為來看，在 2.0J 時，樓梯模型只有一個相變點，並非兩

個，而且在 378.0J 附近。

為了確認是否我們會錯失掉另一個相變點，我們使用另一種用來觀察其二階相變點的方法。這個方

法被稱為有限尺度交叉法（finite-size crossing method）〔9〕。基本上，這方法是先將系統的哈密頓量拆成

兩部分， gHH o  ，且假設系統相變是與參數 g 有關。基於有限尺度標度分析，兩個有不同大小

系統的平均值曲線 L/ 會有一個交叉點 Lg 。而系統在熱力學極限下的相變點 cg 可由不同的 Lg 來做

外插得出。對於式（2），我們改寫為

  
i

ii SSJHH ,2,10'

因此， ii SS ,2,1  對應於 gHH o  的，而 J 對應於 gHH o  的 g。同樣地，為了避免兩端的

邊界效應，我們只取 i=L/2 為最中間的格點。我們選了幾個不同大小尺寸的系統對 J 作圖。結果在圖 8。
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圖 8 不同尺寸下 ii SS ,2,1  與 J 的關係。

可以發現，對於不同曲線 1L 和 2L ，都有一個交叉點 LL Jg , ，且都在 39.0~38.0, NJ 之間。如果

我們對 LJ , 於 1/L（ 21 LLL  ）作外插（圖 8 的插圖），其結果 cJ , 約為 0.378，與 Wang 所給於的

一致。同樣地，其 LJ , 的外插結果也說明，只有一個相變點，而非兩個。我們的數值結果再一次的否

定了另一個相變點的存在。

到目前，我們的研究結果一直針對於尋找 DC 相的存在。現在，我們間接地利用兩種序參量來研究

RS 相和 Haldane 相的相變行為。前面說過，這兩種相，可分別視兩個次近鄰自旋或兩個在同一個 rung

上的近鄰自旋為一個有效的 S=1 自旋。因此，這兩個相應該能由 string 關聯函數來描述。我們定義兩種

string 關聯函數 even 和 odd 為

z
jP

j

ik

z
kP

z
iPjiP SSiS ,

1

1
,,||

~~
exp

~
lim 








 






 （4）

P=odd 或 P=even。組合自旋 z
iPS ,

~
被定義為 z

i
z
i

z
iodd SSS ,2,1,

~
 ， z

i
z
i

z
ieven SSS 1,2,1,

~
 。文獻[10]提到，string

關聯函數可以被用來檢查 Haldane 相和 RS 相的相變點。同樣，我們只取 j=L/2 為最中間的格點，而 i 是

第二十個格點〔11〕。圖 9 為不同尺寸大小的 string 關聯函數 even 和 odd 和 J 的關係。
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圖 9 不同尺寸下 string 關聯函數 even 和 odd 與 J 的關係。

我們可以看到，在 J 較小的區域， 0odd 但 0even ，此時基態為 Haldane 相；但在 J 較大的區域，

0even ， 0odd ，此時基態為 RS 相。注意到因為我們研究的系統是有限尺寸，在圖 9 中每一組 L

會有明顯的 even 和 odd 交點 LJ , 。然後對熱力學極限作外推後， 378.0~, LJ 與 Wang 給的相吻合。

還是說明了只有一個相變點，並非兩個。

最後，我們對另一個相變點 ScJ , 的存在做進一步的確認。根據現象學重整化群（phenomenological

renormalization-group），一個二階相變點應該能夠由尺寸為 L 和 L+2 系統的 scaled gap， EL ，的交

點所決定〔12〕。 E 代表激發能，當系統處在單態（singlet）時， S ；當系統處在自旋三重態（triplet）

時， t 。這裏的數值結果是由嚴格對角化所得到的。我們在此考慮系統為週期邊界條件。系統大小

為從 L=6 到 L=16。在現討論的系統中，對於任何參數 J 和 J ，基態是非簡併的。它的總自旋為 0，而

且其動量 K=0。我們將 tE 定義為介於基態能量和在 1z
totS 子空間中的最低能量（這個能級的總自旋

為 1）的能量差；而 SE 定義為介於基態能量和在K=π子空間中的最低能量且總自旋為 0 的能量差。

其數值結果分別在圖 10 和圖 11。如果系統處在 DC 相，則對於在 K=0 和K=π子空間中的最低能量

且總自旋為 0 的兩個能級，應該是簡併的。原因是雖然二聚化破壞了平移對稱性，但是在系統平移了兩

次之後，系統仍然恢復原狀。因此如果有二聚化情形出現，在熱力學極限下， SE 應該為 0。
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圖 10 不同尺寸的 tEL 與 J 的關係。
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圖 11 不同尺寸的 SEL 與 J 的關係。

在圖 10 和圖 11 中，很明顯地，雖然不論是 tE 還是 SE ，不同的 L 之間都有兩個交叉點。但在我們利

用外插找在熱力學極限下的交點後，（結果分別在圖 10 和圖 11 中的插圖）兩個交叉點結合在一個點，

不是兩個點，而這個點在 J =0.38 附近，仍然符合 Wang 給出的相變點。而且，我們對 SE 和 2L 的關

係求外插，其結果在圖 12 中。我們發現，在熱力學極限下 SE 仍然是有限的。而不是像之前說的， SE

在熱力學極限下會有消失的情形。因此，就從目前的分析結果來看，DC 相是不存在的。
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圖 12 不同 J 的 SE 對 2/1 L 作外插。

三、計畫成果自評

由上述的結果可以看出，我們的工作釐清了早先的研究工作的一些矛盾。這對於國內外相關的後續

研究工作有著相當程度的幫助。

此外，相關的研究成果[13] 已刊登於 Phys. Rev. B。
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