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摘要 

  本文中我們將探討如何以貝氏方法來分析可靠度研究中產品壽

命的衰退量。不同於一般傳統假設衰退量模型中，隨機效果為常態，

我們假設隨機效果為偏常態分配，使得即使在資料不具對稱性的情況

下，不必經過任何轉換，也可直接對資料進行分析評估，且得到較適

當的參數估計，其中我們以一實際衰退資料進行分析，並將傳統方法

與此研究中所提出的方法之分析結果做比較，觀察其之間的差異。 
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第一章、 緒論 

可靠度（reliability）通常定義為在一段特定的時間內，一個系統

或機器設備在正常操作使用的狀態下將會表現出當初設計之功用。隨

著科技的發達加上精密的實驗與品質控管等條件下，大幅降低了產品

的故障率，因而要經由觀察產品壽命資料（lifetime data）去推估高可

靠度（high reliable）產品壽命常常會出現問題。例如我們要收集到足

夠的資訊去推估產品壽命，通常需要很長的測試時間，然而在激烈的

競爭下，對於要如何更快地設計、研發及評估新的產品，將是生產者

所面臨首要解決的問題。所以要在短時間內收集到足夠的資訊，我們

可以選擇加速壽命試驗（accelerated life test）或衰退量資料

（degradation data）（Meeker  and Escobar ,1998）。 

衰退量（degradation measure）是一種在可靠度的分析上常用的資

料型態，它是一種與產品壽命具有高度相關的產品特性測量，在分析

衰退量資料時，我們會定義一個臨界值（threshold），由衰退特徵達

到某個臨界值的情況下，將其定義為產品故障。此一故障相對於產品

真正的失效（hard failure）稱為軟性故障（soft failure），例如：觀察

產品裂痕尺寸，裂痕尺寸隨著時間成長，當裂痕尺寸成長到某個臨界

值就認定其產品故障。或是螢光燈的亮度，亮度會隨著時間經過而漸

少，觀察 100 個小時後，當亮度低於原本的 60%就將其認定為失效。
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衰退量資料能夠在較短的時間內提供有效的產品壽命資訊，因此，常

被用來推估高可靠度產品的壽命。 

 在一個 n 個實驗單位每個實驗單位測量 m 次的衰退量實驗中，衰

退量資料常以以下統計模型表示： 

                                  (1) 

其中，             為此衰退量的衰退過程；   為隨機誤差。由於

每一個實驗單位的衰退過程會受到某些因素的影響而有所不同，所以

我們假設           （或經過一些轉換              ）。在給定

臨界值 的情狀下，藉由                    ，我們可以透過  

的機率分配找到產品壽命的機率分配。 

  本研究將以貝氏統計的方法來分析衰退量資料，不同於傳統假設

隨機參數具有常態分配（或經由一些轉換）的情況，在隨機參數的假

設方面，我們假設隨機參數具有一個偏常態分配（skew-normal 

distribution）。 

  本論文的架構如下：第一章節是緒論，第二章為本研究之研究動

機，此研究動機來自一個實際的藥效實驗，第三章為偏常態衰退量模

型的建構與其所需的計算之演算法推導，在第四章中，我們將利用第

三章所推導的模型，重新分析第二章的資料。在第五章中，我們例用

統計模擬來比較兩種方法的差異。最後第六章為結論。 



 
 

3 
 

第二章、 研究動機 

2.1 實例 

藥效實驗: 

 研發一個新的藥物，需要做一個穩定性研究，以確定藥物的有效

時間。因為藥效強度會隨著時間經過而衰減，所以將藥物的有效時間

訂為當藥效強度衰退到原始的 90%所花費的時間。表 1 的資料是出自

Chow 跟 Shao（1991）的穩定性研究報告。其追蹤 24 批藥物藥效強

度的衰退情況，最初的藥效強度為 100%（會有測量誤差），追蹤時間

共 36 個月，觀察了 4 次，分別為 0 個月、12 個月、24 個月、36 個

月。 

表 1 藥效衰退資料 

  Time(months)   Time(months) 

Batch 0 12 24 36 Batch 0 12 24 36 

1 99.9  98.9  95.9  92.9  13 99.8  98.8  93.8  89.8  

2 101.1  97.1  94.1  91.1  14 100.1  99.1  93.1  90.1  

3 100.3  98.3  95.3  92.3  15 100.7  98.7  93.7  91.7  

4 100.8  96.8  94.8  90.8  16 100.3  98.3  96.3  93.3  

5 100.0  98.0  96.0  92.0  17 100.2  98.2  97.2  94.2  

6 100.1  98.1  98.1  95.1  18 99.8  97.8  95.8  90.8  

7 99.6  98.6  96.6  92.6  19 100.8  98.8  95.8  94.8  

8 100.4  99.4  96.4  95.4  20 100.0  98.0  96.0  92.0  

9 100.9  98.9  96.9  96.9  21 99.6  99.6  92.6  88.6  

10 100.5  99.5  94.5  93.5  22 100.2  98.2  97.2  94.2  

11 101.1  98.1  93.1  91.1  23 99.8  97.8  95.8  90.8  

12 100.9  97.9  95.9  93.9  24 100.0  99.0  95.0  92.0  
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將其衰退過程畫在圖 1，我們可以觀察出此衰退量具有一個線性衰退

過程。 

 

圖 1 藥效的衰退過程圖 

 在 Hamada et al.(2008)書上的分析中，假設 

            
        

 

  
      

由此衰退模型可得知在 t 時間點的藥效強度。將收集到的衰退資料或

觀測值以   
 來表示，根據(1)，可以得到 
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在隨機效果的假設方面，他們假設  
              

    
   ，也就是

將緒論中的         。根據他們的分析我們得到  
 、  

 跟  的後

驗分配（posterior distribution）中位數，分別為 1.645、0.243 跟 0.916。

在此實驗中有興趣的兩個量為Ｒ            跟             

其後驗分配結果如下 

lognormal 

   
Quantiles 

Parameter Mean  Std Dev 0.050 0.500 0.950 

R(36) 0.9249 0.0468 0.8348 0.9343 0.9828 

      37.87 2.94 32.74 38.05 42.36 

 

  然而一般衰退量實驗中，實驗單位個數通常不會很多，例如在這

個例子中有 24 個，以這樣的樣本數去判斷適當的    形式，是相當

困難的，常常會造成很多的    的形式，都不會被拒絕的情況。所

以常常有可能沒有考慮到此轉換。 

2.2 資料分析－常態可靠度模型 

在進一步分析之前，我們先重新改寫以上的模型，我們令

       
           

 

  
   

因此，我們可以得到 
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在隨機效果的假設方面，我們假設        
 

  
 。 

  在先驗分配的假設方面，我們採用以下之獨立無訊息先驗分配

（non-informative prior）， 

        

      
 

  
 

      
 

  
 

結合以上之先驗分配（prior distribution）再利用 

                                                   

我們可得到以下之參數的後驗分配： 

                

  
 

 
 
  

  

  
 

  
      

 

 
           

 

 

   

                
 

 

   

 

   

   

根據上面的式子，我們可以推算出各參數的完全條件分配（full 

conditional distribution）： 

          
 

   
  

       
 

 
 

 

        
  

   

  

       
  

 
 

 

             
  

   
 
   

  

       
              

 
   

         
  

   

 
 

         
  

   

  

其中，      表示期望值為  ，變異數為   的伽瑪分配。 
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利用馬可夫鏈蒙地卡羅法（Markov chain Monte Carlo, MCMC）中的

Gibbs Sampler 方法抽取參數驗後分配的樣本（Press , 2003）。 

  在起始值方面，我們可以藉由以下兩階段方法求得，首先藉由原

始資料，我們可以配適出一個線性模型             ，得到 與  的

估計值，分別為: 

  
  

       
 
   

    
  

   

    
  

  

         
     

  
   

  
   

 

再以   去估計  (當作  的起始值    )，然後用
 

      
去估  (可找出  

的起始值  
   

)，用  
 當作  的起始值  

   
，原始資料的  當作新  的起

始值  
   
，我們先丟棄（burn-in）前面所抽出的 1000 個樣本，之後將

各後面抽出的 5000 個樣本留下，將這些資料收集起來當作個參數來

自驗後分配的樣本，再藉由這些參數樣本進行接下來的統計分析。 

  在產品壽命的機率分配方面，我們可以藉由            

                             
   

 
  又        

 

  
 ，所

以             
   

 
     ，  跟  由先前的 MCMC 方法各生

成了 5000 筆，在給定一個  跟  之下，我們可以得到一個累積機率

函數，而在固定 t 之下，可以得到 5000 個累積機率值，並將它由小

到大排序，找出中位數、以及 90%的可靠區間（credible interval），也

就是找出第 5 百分位數與第 95 百分位數所形成的區間，我們將其結

果畫在以下圖 2。 
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圖 2 常態假設下產品壽命的中位數、90%的可靠區間 

在     跟    方面，我們可以得到 

Ｒ                     
   

 
      

     
   

 

   

           

 

其後驗分配估計結果如下 
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normal 

   
Quantiles 

Parameter Mean  Std Dev 0.050 0.500 0.950 

R(36) 0.9495 0.0379 0.8742 0.9589 0.9921 

      38.86 2.26 34.99 38.95 42.41 
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第三章、 偏常態衰退量模型 

  本章我們將介紹本文所提之偏常態衰退量模型，不同於第二章之

假設，在隨機效果的假設方面，我們假設         
 

  
   ，其累積

機率函數為 

                                      
 

     
  

其中  是位置參數，  是尺度參數，      是       函數，定義如

下 

       
 

  
 

  
 
 
        

    

 

 

   

根據 Azzalini and Capitaino , (1999,2003) 我們可以將以上的偏常態分

配隨機變數以下列方式重新表示，令 

      
 

   

  

其中 

   
             

             
  

而 

 
 

  
     

 

 
   

  
  

   

在先驗分配的選取方面，相同的我們假設 
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在 的先驗分配選擇方面，由 Peng and Tseng 的研究中提到，建議

 ＝
 

 １   
要介於 2 之間，所以 的範圍為－ 

 

 
    

 

 
，因此我們

假設 

               － 
 

 
    

 

 
 

 

由列出的參數先驗分配，所推算出的後驗分配為： 

                    

                                                  

藉由上面關係式所得到的後驗分配為： 

                     

  
 

 
 
  

  

  
 

  
      

  

 
       

 

 
 

  

    
        

 

   

     

  

   

                
 

 

   

 

   

   

藉由後驗分配，我們可以得知各參數完全條件分配為： 
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其中   
    

         
        

 
      

    

         
 

其中，   ． 為指標函數當其參數若在範圍內即為 1，其他則為 0。  

  由於我們無法經由推導得到 與  確切的完全條件機率分配（積

分常數不易獲得），但我們可以知道其 與  的完全機率條件分配正比

於某一些分配形式。 所以我們將引入 Metropolis-Hastings 步驟來抽

取參數。 

抽取 的部分，假設 目前的值為     

  先從    
 

 
  

 

 
 中，抽出一個    ，抽出後用以下的機率接受所

抽出的    ， 
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抽取  的部分，假設  目前的值為        

  先從  
 

 
 

       

        
  

   

 中，抽出一個       ，抽出後用以下的機率

接受所抽出的        

       

  
 
  

       
         

 
   

              
 

                
 
      

 
  

       
         

 
   

 

  
 
  

       
         

 
   

              
 

                
 
      

 
  

       
         

 
   

 
  

接受機率可以簡化為 

                               
 

    
            

 

   

   

得到各參數的完全條件分配後，與前面使用相同的方法，利用 MCMC

方法抽取參數樣本。 
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第四章、 資料分析－偏常態衰退量模型 

  本章我們將使用第三章所介紹之偏常態衰退量模型，重新分析第

二章的資料。 

  在起始值的設定方面，參考第二章的方法我們可以得到

  
   
、  

   
、  

   
、  

   
。而在  跟 方面，我們直接簡單選取

  
   
＝ 、      ，我們先丟棄前面所抽出的 1000 個樣本，之後將

各後面抽出的 5000 個樣本留下，將這些資料收集起來當作個參數來

自驗後分配的樣本，再藉由這些參數樣本進行接下來的統計分析。 

在產品壽命的機率分配方面，  、  、  、  、 及  ，由先前的

MCMC 方法各生成了 5000 筆，所以我們可以藉由 

           

       
   

 
             

   

 
     

 

     
  

所以我們會得到 5000 個累積機率函數。以相同的方法我們可以得到

中位數、以及 90%的可靠區間，我們將其結果畫在以下圖 3。 
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圖 3 偏常態假設下產品壽命的中位數、以及 90%的可靠區間 

 

因此對於我們較有興趣的     及    ， 

Ｒ             

          
   

 
             

   

 
     

 

     
   

    可以由下列式子中得到 
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＝      
   

    
             

   

    
     

 

     
  

其估計結果如下表 

skew-normal 

   
Quantiles 

Parameter Mean  Std Dev 0.050 0.500 0.950 

R(36) 0.9301 0.0807 0.7743 0.9545 0.9949 

      38.87 4.32 31.96 38.82 45.21 

由上表我們可以看出，其估計結果與假設隨機參數具有常態分配之結

果差異很大，我們將在第五章例用模擬的方法比較其優劣性。 

 

  



 
 

17 
 

第五章、 模擬研究 

  由於我們不知道第二章中對數常態分配真實的參數，所以在參數

設定上，我們選取（  
 ，  

 ，  ）＝（1.645，0.243，0.916）（後驗

中位數），利用電腦模擬產生 1000 筆樣本資料，然後再分別利用偏常

態衰退量模型與常態衰退量模型進行估計，我們將比較可靠區間的涵

蓋機率與平均長度，及中位數的 MSE，其結果如下 

 

 
           

 
normal skew-normal normal skew-normal 

涵蓋機率 0.808 0.961 0.830 0.967 

平均長度 0.125 0.218 7.593 12.893 

MSE 0.002228 0.002128 8.702 8.593 

 

由上面的比較結果，我們可以看出利用偏常態模型所得之     跟    

的 MSE 都比常態模型來的小。從涵蓋機率與平均長度來看，雖然常

態的平均長度都比較短，但涵蓋機率皆不高，所以會造成太過於樂觀

的結果。 
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第六章、 結論 

  在一般的衰退量模型中，我們假設隨機效果具有一個常態分配，

當隨機效果與常態假設相差較大時，例如呈現左偏或右偏的狀態，我

們常常會藉由轉換的方式來解決此一問題，然而在少量樣本的情況下，

不容易比較出轉換與轉換之間的差異。不同於一般假設衰退量模型中

的隨機效果具有常態分配，本研究利用偏常態分配來描述衰退量模型

中隨機效果的機率分配，此方法的優點在於，偏常態分配可以解釋隨

機效果不具對稱性的情況，所以就算不考慮將隨機效果做任何轉換，

也可以得到一個不錯的估計結果。 
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