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Abstract 

    Medical studies for drug development are frequently conducted to evaluate the 

treatment effects of a drug, where subjects or patients are randomly allocated to 

receive different treatment groups of the drug and a control. For right-censored 

survival data, it is usually interested in comparing the difference between two survival 

functions at a fixed time point rather than comparing the entire survival curves, when 

the survival functions are crossing. Moreover, in practice, a treatment effect may fades 

as time progresses. Even for the patients with the same covariates, not only might their 

survival times be different, but their individual survival functions could also be 

different. To account for variability due to unobserved individual-level factors, 

therefore, in this thesis, we extend the method of Jeong et al. (2003) and consider 

construct the simultaneous confidence interval for the difference of several survival 

functions under a gamma frailty model for randomly right-censored survival data. The 

associated coverage probability and the interval will be investigated via a simulation 

study. The implementation of the confidence interval will be illustrated using a real 

data set. 

 

 

 

 

  



 

摘要 

    藥物反應研究中，為了探討某一種藥物的效果，經常進行數個不同的治療方

式當作處理組和一個對照組來做比較。醫學上所蒐集到的資料經常出現右設限資

料，導致分析的困難，針對右設限存活資料，當兩組存活函數呈現交叉時，通常

不會檢定兩組的存活函數有無差異，而是針對特定的時間點下兩組存活函數是否

有差異。此外，藥物的藥效可能隨時間而改變，具相同條件的病人，其療效也不

見得相同。這是因為病人本身的異質性所造成，而引起變異的因素不見得觀察的

到。因此，本文考慮推廣 Jeong et al. (2003)方法，在伽瑪脆弱(frailty)模型下，建

立多組存活函數差異的聯合信賴區間。藉用模擬的方法來說明在特定時間點的多

組存活函數差異聯合信賴區間的覆蓋機率以及面積的表現。最後將所提的方法應

用於一筆實際資料做說明。 
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1. 研究背景及目的 

    在醫學研究中，經常感興趣的問題是接受不同處理治療的病人，其存活的時

間是否有差異，針對右設限存活資料的多對一比較問題，已有相當多的文獻提出，

例如：Chakraborti 和 Desu (1991)利用 Gehan (1965)的雙樣本統計量提出一個多對

一的多重比較。Chen(1994, 2000)則根據數個 Gehan 雙樣本統計量提出一個 Steel

檢定(SMAX)，進一步根據加權對數秩(weighted logrank statistic)統計量，提出廣

義的 steel 檢定即封閉降階檢定程序，進行多對一的多重比較。 

    在醫藥研究中，針對具共變數的右設限存活資料，Cox (1972)比例風險模型

(proportional hazards model)經常被使用來描述病人的存活情形。但實際上，具不

同共變數的病人其風險不見得成比例，且藥效會隨時間遞減。甚至具相同條件的

病人，其療效也不見得相同，原因是病人本身的異質性所造成，而引起此變異的

因素也不見得觀察的到。我們稱此因素為脆弱(frailty)效應。通常脆弱因子是個隱

藏的效應，難以觀察得出來，因此通常會假設一穩定且合理的機率分配來描述他

的影響。最常用的為伽瑪分配，因為伽瑪分配之脆弱模型可藉由拉普拉斯(Laplace 

transform)轉換，輕易的導出存活函數與累積風險函數，在先前的研究中，已被廣

泛使用，例如：Greenwood 和 Yule (1920)、Vaupel et al. (1979)、Congdon (1995)、

dos Santos et al. (1995)、Hougaard (2000)等。Jeong et al. (2003)則根據伽瑪脆弱模

型，提出存活函數的區間估計。因此，本文考慮推廣 Jeong et al. (2003)的結果至

多組存活函數差異的聯合信賴區間估計。 

    在本文第 2 章我們進行文獻回顧。第 3 章則描述如何建構多組存活函數差異

的聯合信賴區間。第 4 章利用模擬研究所提方法在覆蓋機率及面積的表現。第 5

章引用一筆實際資料做說明。第 6 章則為結論與建議。 
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2. 文獻回顧 

    在醫學藥物試驗當中，在患者接受藥物治療結束後，會持續追蹤患者存活情

形，但是治療效果會隨著時間而降低。在這樣的情況下，很容易違反比例風險模

型之假設。於是，使用脆弱模型，藉由加入一個脆弱因子，使得預測存活機率更

為合理。Jeong et al. (2003)根據伽瑪脆弱模型，配適違反比例風險模型假設的第

三期乳癌之長期追蹤臨床試驗資料，針對不符合風險比例假設的資料作有效的估

計與推論。以下回顧 Jeong et al. (2003)所提方法：在脆弱模型的假設下，第 i 個

個體的風險函數定義為 

                h(t|w,𝑧𝑖)= ℎ0(t)w 𝑒𝛽𝑧𝑖                                    

其中，在脆弱風險模型下 w 為脆弱因子，而𝑧𝑖則代表個體 i 的共變數，ℎ0(t)為未

知的基準風險函數。當假設脆弱因子 w 為伽瑪分配，w ~ Γ(
1

γ
,
1

γ
)，E(w)=1，由

Hougaard (1984)及 Dabrowska and Doksum (1988)，可得 

                 S(t|𝑧𝑖)= { 1 + γ(ρt)қ exp(β𝑧𝑖)}
−1/γ                     (1) 

在 Jeong et al. (2003)的文章中已證明: 

[1].當γ = 1 時將滿足比例勝算的特性:  
1−𝑆(t|𝑧𝑖=1)

𝑆(t|𝑧𝑖=1)
 = 𝑒𝛽 1−𝑆(t|𝑧𝑖=0)

𝑆(t|𝑧𝑖=0)
 

[2].當γ趨近於 0，對於任何假設下的基準存活函數𝑆0(𝑡)，z=0 和 z=1 的兩個邊際

存活函數關係將近似於比例風險函數:  log{S(t|𝑧𝑖 = 1)}= 𝑒𝛽log{S(t|𝑧𝑖 = 0)}。  

    假設 T 表示存活時間，C 表示設限時間，定義 𝑋𝑖 = min(𝑇𝑖, 𝐶𝑖)；𝛿𝑖 = I(𝑇𝑖 ≦ 𝐶𝑖)；

ψ = (γ,β,ρ,κ)。對數概似函數(log-likelihood) 可寫成 

               L(ψ)=∑ 𝛿𝑖log {ℎ(𝑥𝑖|
𝑛
𝑖=1 ψ, 𝑧𝑖)}+ ∑ log {𝑆(𝑥𝑖|

𝑛
𝑖=1 ψ, 𝑧𝑖)}            

其中 

     log {ℎ(𝑥𝑖 |ψ, 𝑧𝑖)} = β𝑧𝑖+log(ρ)+(κ-1)log(ρ𝑥𝑖)-log{1+γ(ρ𝑥𝑖)
қ exp(𝛽𝑧𝑖)}+log(κ) 

和 

                log {𝑆(𝑥𝑖 |ψ, 𝑧𝑖)} = (-1/γ)log{1+γ(ρ𝑥𝑖)
қ exp(β𝑧𝑖)} 
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可藉由對 L(ψ)的一階和二階偏微分及參數估計值分別得到分數函數 (score 

function)和觀察資訊矩陣(observed information matrix)，詳列於附錄 A。利用數值

分析的方法求取ψ̂=(γ,̂ β,̂ ρ,̂ κ̂)，把估計出來的ψ̂代入(1)式可求得在時間點 t的存活

函數 

                𝑆̂(𝑡|z𝑖 , ψ̂)={1 + γ̂(ρ̂t)κ̂exp(β̂z𝑖)}
−1/γ̂                  

使用 delta method 估算存活函數的變異數為 

                𝑉𝑎𝑟̂{𝑆̂(𝑡|z𝑖,ψ̂)} = (
∂𝑆(t|ψ,z𝑖)

∂ψ
)|ψ=ψ̂ 𝐼−1(ψ̂) (

∂𝑆(t|ψ,z𝑖)

∂ψ
)′|ψ=ψ̂ 

其中 (
∂𝑆(t|ψ,zi)

∂ψ
) = ( 

𝜕𝑆(𝑡|ψ,𝑧𝑖)

𝜕γ
，

𝜕𝑆(𝑡|ψ,𝑧𝑖)

𝜕𝛽
，

𝜕𝑆(𝑡|ψ,𝑧𝑖)

𝜕𝜅
，

𝜕𝑆(𝑡|ψ,𝑧𝑖)

𝜕𝜌
 )是存活函數一階偏微分，

為一個向量。所以在時間 t 的 S(t|𝑧𝑖, ψ)的 95%信賴區間為  

                𝑆̂(𝑡|z𝑖 , ψ̂) ± 1.96 × √𝑉𝑎𝑟̂{𝑆̂(𝑡|z𝑖 , ψ̂)}                  
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3. 多組存活函數差異之聯合信賴區間估計 

    Jeong et al. (2003) 的文章中主要是針對處理組 K=1 的狀況在討論，即只考慮

到一個對照組和一個治療組，而且重點放在參數的估計以及對照組和治療組各自

的信賴區間，所以本文延續 Jeong et al. (2003)的做法，研究當共變數項不再是 K=1，

而是 K=2 或更多的時候，該如何去建構固定時間點 t 下的存活函數差距之聯合信

賴區間。 

    當有 K 組處理組及一個對照組的時候，令第 j 組的存活函數𝑆𝑗(t)=S(t|𝑧𝑗 =

1, ψ) , j=1,2,…,K； 𝑆0(t) 則表示對照組。 令 Z=(𝑧1, 𝑧2 … , 𝑧𝐾)，當𝑧𝑗 = 1，為第 j

種治療方式；當𝑧𝑗 = 0，為其它，𝐙𝑖表示第 i 個個體所接受的處理組別之向量。本

文考慮的模式為 

               h(t|w,Z)=ℎ0(t)w𝑒𝛽1𝑧1+𝛽2𝑧2+⋯+𝛽𝑘𝑧𝐾                         

其中參數 β=(𝛽1, 𝛽2 … , 𝛽𝐾)，存活函數為 

                S(t|𝐙)= { 1 + γ(ρt)қ exp(𝛽1𝑧1 + 𝛽2𝑧2 + ⋯+ 𝛽𝑘𝑧𝐾)}−1/γ       

對數概似函數為 

                L(ψ)=∑ 𝛿𝑖log {ℎ(𝑥𝑖|
𝑛
𝑖=1 ψ, 𝐙𝑖)}+ ∑ log {𝑆(𝑥𝑖|

𝑛
𝑖=1 ψ, 𝐙𝑖)}             

其中 

 log {ℎ(𝑥𝑖 |ψ, 𝐙𝑖)} = β𝐙𝑖+log(ρ)+(κ-1)log(ρ𝑥𝑖)-log{1+γ(ρ𝑥𝑖)
қ exp(𝛃𝐙𝑖)}+log(κ) 

和 

                log {𝑆(𝑥𝑖 |ψ, 𝐙𝑖)} = (-1/γ)log{1+γ(ρ𝑥𝑖)
қ exp(𝛃𝐙𝑖)} 

同樣地方法藉由對L(ψ)的一階和二階偏微分分別得到分數函數和觀察資訊矩陣，

利用數值分析的方法求取ψ 的估計ψ̂=(γ̂, 𝛽1̂, 𝛽2̂, … , 𝛽𝑘̂, ρ,̂ κ,̂ )。同理， 

                𝑉𝑎𝑟̂{𝑆̂(𝑡|𝐙𝑖,ψ̂)} = (
∂𝑆(t|ψ,𝐙𝑖)

∂ψ
)|ψ=ψ̂ 𝐼−1(ψ̂) (

∂𝑆(t|ψ,𝐙𝑖)

∂ψ
)′|ψ=ψ̂    

                𝑐𝑜𝑣̂{𝑆̂𝑗 , 𝑆̂0} = (
∂𝑆𝑗(𝑡)

∂ψ
)|ψ=ψ̂ 𝐼−1(ψ̂) (

∂𝑆0(𝑡)

∂ψ
)′|ψ=ψ̂   

其中 
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 (
∂𝑆(t|ψ,𝐙𝑖)

∂ψ
) = ( 

𝜕𝑆(𝑡|ψ,𝐙𝑖)

𝜕γ
，

𝜕𝑆(𝑡|ψ,𝐙𝑖)

𝜕𝛽1
，…，

𝜕𝑆(𝑡|ψ,𝐙𝑖)

𝜕𝛽𝑘
，

𝜕𝑆(𝑡|ψ,𝐙𝑖)

𝜕𝜅
，

𝜕𝑆(𝑡|ψ,𝐙𝑖)

𝜕𝜌
 ) 

在建立治療組對對照組存活函數差異之聯合信賴區間之前，首先要先考慮兩個存

活函數相減的變異數。就如上述𝑉𝑎𝑟̂(𝑆̂𝑗(𝑡))可使用 delta method 和所估算出來的ψ̂

求得，所以Var̂{𝑆̂𝑗(t)- 𝑆̂0(t)}= Var̂{𝑆̂𝑗(t)}+ Var̂ {𝑆̂0(t)}-2Cov̂{𝑆̂𝑗(𝑡), 𝑆̂0(𝑡)}。 

在虛無假設𝐻0：𝑆𝑗(t) = 𝑆0(t) 之下，j=1,2,…,K，{𝑆𝑗(t)-𝑆0(t); j=1,2,…,K}會漸

近於 K 維常態分配(Andersen et al., 1993)，標準化後會服從𝑁𝐾(0,Σ)，其中變異數

共變異數矩陣 

                Σ = [
𝟏 ⋯ 𝟎. 𝟓
⋮ ⋱ ⋮

𝟎. 𝟓 ⋯ 𝟏
] 

根據 K 維常態分配，便可計算其臨界值，記為Cα/𝟐，滿足

∫ ∫ …∫ 𝑓(
Cα/𝟐

−Cα/𝟐

Cα/𝟐

−Cα/𝟐

Cα/𝟐

−Cα/𝟐

𝐗) d𝐗 = 1-α， f (X)為 K 維標準常態分配函數，因此

{ 𝑆𝑗(t)- 𝑆0(t),  j=1,2,…,K }的 100(1-α)%聯合信賴區間為 

{ 𝑆̂𝑗(𝑡)-𝑆̂0(𝑡) ± Cα/𝟐√𝑉𝑎𝑟̂{𝑆̂𝑗(t)} + 𝑉𝑎𝑟̂{𝑆̂0(t)} − 2Cov̂{𝑆̂𝑗(𝑡), 𝑆̂0(𝑡)} ,  j=1,2,…,K } 
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4. 模擬研究 

    本章利用模擬方法，研究本文所提方法與 Bonferroni 的多重比較方法在覆蓋

機率及面積的表現。考慮的存活函數為 

                S(t|𝑧1, 𝑧2) = { 1 + γ(ρt)қ exp(𝛽1𝑧1 + 𝛽2𝑧2)}
−1/γ                        

其中𝑧𝑖=1 表示第 i 組；0 表其他，i=1,2，即 Z = ( 0, 0 ), (1, 0 ), (0, 1)分別為對照組，

處理組一，處理組二 。此外令伽瑪脆弱的參數γ= 0.5、1、2；以及β= (-1, -2)、(0, 

-2)、(-1, 0)、(-2, -1)分別表示當藥劑濃度越高越好、只有高濃度有效、只有低濃

度有效、低濃度比高濃度好，其存活函數圖列於圖一。假設設限分配為 U(4,10)。

各組樣本數n0=n1=n2=100 、ρ=0.37、κ=5。執行模擬 10000 次，在信心水準 95%

下之誤差率估計量的標準誤差約為 0.002(≈ √(0.05)(0.95)/10000 )；90%下之誤

差率估計量的標準誤差約為 0.003(≈ √(0.1)(0.9)/10000 )。結果呈現於表一至表

二。 

    由表一可以看出估計出來的參數值差不多會落在真實的參數值附近。由表二

可以看出在給定的時間點 T= t 之下，本文所提 MNor 的方法比 Bonferroni 法來得

好，覆蓋機率較接近信心水準。尤其，當 T=5 時，Bonferroni 的覆蓋機率明顯地

高於信心水準。 

表一: 抽取其中一種真實參數組合的估計及 10000 次的參數估計平均、標準差 

 γ 𝛽1 𝛽2 ρ κ 

真實值 2 -2 -1 0.37 5 

其中一組 2.50 -2.22 -0.53 0.36 6.34 

平均值 2.06 -2.05 -1.02 0.36 5.13 

標準差 0.461 0.406 0.351 0.021 0.598 
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圖一_1: 不同參數(γ,𝛽1,𝛽2)的存活函數曲線 
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圖一_2: 不同參數(γ,𝛽1,𝛽2)的存活函數曲線 
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表二: 在信心水準分別為 95%和 90%下估計的覆蓋機率 

γ 𝛽1 𝛽2 1-α 
T=3 T=4 T=5 

Bonfer MNor Bonfer MNor Bonfer MNor 

0.5 

 

-1 -2 
0.95 0.942 0.952 0.949 0.950 0.949 0.947 

0.90 0.900 0.906 0.903 0.896 0.909 0.899 

0 -2 
0.95 0.943 0.954 0.961 0.944 0.970 0.935 

0.90 0.895 0.901 0.923 0.886 0.943 0.886 

-1 0 
0.95 0.947 0.950 0.971 0.942 0.980 0.938 

0.90 0.898 0.898 0.938 0.892 0.963 0.892 

-2 -1 
0.95 0.940 0.953 0.943 0.949 0.943 0.947 

0.90 0.893 0.905 0.892 0.896 0.908 0.898 

1 

 

-1 -2 
0.95 0.943 0.951 0.951 0.948 0.974 0.945 

0.90 0.899 0.904 0.905 0.897 0.940 0.893 

0 -2 
0.95 0.949 0.954 0.958 0.947 0.976 0.944 

0.90 0.899 0.902 0.923 0.892 0.953 0.890 

-1 0 
0.95 0.951 0.952 0.973 0.950 0.995 0.944 

0.90 0.903 0.899 0.940 0.90 0.984 0.893 

-2 -1 
0.95 0.943 0.952 0.949 0.948 0.973 0.947 

0.90 0.898 0.906 0.899 0.894 0.942 0.896 

2 

 

-1 -2 
0.95 0.944 0.953 0.953 0.946 0.978 0.946 

0.90 0.897 0.903 0.910 0.897 0.949 0.895 

0 -2 
0.95 0.947 0.951 0.960 0.946 0.980 0.945 

0.90 0.901 0.899 0.924 0.894 0.957 0.892 

-1 0 
0.95 0.949 0.950 0.971 0.947 0.991 0.946 

0.90 0.902 0.898 0.936 0.898 0.977 0.897 

-2 -1 
0.95 0.941 0.949 0.954 0.947 0.978 0.946 

0.90 0.897 0.903 0.908 0.897 0.948 0.897 
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5. 實例分析 

    Klein 與 Moeschberger (1997)提出一個動物實驗，主要在探討對其他放射線

治療無效之 F98-神經膠質瘤(F98-Glioma),若使用 boronophenylalanine(BPA)作為

放射線擷取媒介物質時，是否能延長 F98-神經膠質瘤患者的生命。研究者將 F98-

神經膠質瘤細胞植入老鼠腦部，研究對象為三組老鼠，第一組為對照組不予治療，

第二組僅用放射線治療，第三組接受適當注射 BPA 後，再加上放射線治療，三

組老鼠死亡時間(以天為單位紀錄)。資料列於表三。三組老鼠的 Kaplan-Meier(1958)

存活函數估計繪於圖二。由圖二跟脆弱模型下之結果可以看出三種處理有的存活

機率明顯的差別，而且放射線治療雖然有效果，但是有植入 BPA 的老鼠比只做

放射線治療的老鼠有更高的存活機會。 

    參數 ψ = (γ, β1 ,  β2 , ρ, κ)的估計值為γ̂ =0.63、 𝛽̂1 =-2.73、 𝛽̂2 =-5.83、

 𝜌 ̂ = 0.04、 𝜅̂ = 13.67。在第 25 天、第 30 天、第 35 天，令 D1 表示放射線組的

存活函數減對照組的存活函數，D2 表示 BPA 組對對照組存活函數的差距，計算

D1、D2 的聯合信賴區間估計，結果列於表四。由表四看的出來，在前期 T=25 及

30 天時兩種治療皆有效果，但隨著時間增加，BPA 明顯地比只做放射線的好。然

而，在後期 T=35 天的時候，由信賴區間可以知道只有放射線治療並不能提高存

活機會。此外，本文所提方法 MNor 估出來的信賴區間會比較窄，可見 Bonfferoni

是比較保守的估計方法。 
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表三: F98-神經膠質瘤老鼠動物實驗:三組治療之存活時間(+表示設限觀測值) 

對照組 放射線組 放射線+BPA 

20 26 31 

21 28 32 

23 29 34 

24 29 35 

24 30 36 

26 30 38 

26 31 38 

27 31 39 

28 32 42+ 

30 35+ 42+ 

 

 

圖二: F98-老鼠的存活曲線 
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表四: 治療組存活函數和對照組的差距之聯合信賴區間 

 

 T=25 T=30 T=35 

點估

計 

D̂1(t) 0.51 0.460 0.061 

D̂2(t) 0.57 0.933 0.733 

Bonferroni 

95% 
D̂1(t) (0.154, 0.867) (0.169, 0.751) (-0.057, 0.181) 

D̂2(t) (0.238, 0.918) (0.842, 1.024) (0.490, 0.976) 

90% 
D̂1(t) (0.199, 0.822) (0.206, 0.715) (-0.042, 0.166) 

D̂2(t) (0.281, 0.875) (0.853, 1.012) (0.520, 0.946) 

MNor 

95% 
D̂1(t) (0.159, 0.862) (0.173, 0.747) (-0.055, 0.179) 

D̂2(t) (0.242, 0.913) (0.843, 1.023) (0.493, 0.973) 

90% 
D̂1(t) (0.206, 0.815) (0.211, 0.709) (-0.040, 0.164) 

D̂2(t) (0.287, 0.868) (0.855, 1.011) (0.525, 0.941) 
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6. 結論與建議 

    本文主要是在針對多組右設限資料，推廣 Jeong et al. (2003)的結果，在 Cox

模型中引入一個伽瑪脆弱因子，並建立多組存活函數差異的聯合信賴區間，用以

了解病人接受治療後的療效差異範圍。由模擬及資料分析結果皆顯示本文所提方

法較既有的 Bonferroni 方法提供更多訊息，因為 Bonferroni 是取α/(2K)所對應的

臨界值，尤其是在高維度的時候更為保守。 

    若收集的資料亦包含其他的共變數訊息，例如：腫瘤的大小、人種，癌症的

期數…等，後續可以更進一步探討當加入其他變數的影響後，多個處理組存活函

數差異的聯合信賴區間估計問題。 
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附錄 

附錄 A: 令μ(t)=(𝜌𝑡)𝜅，當對對數概似函數L(ψ)的各個參數一階微分可得以下的

分數函數: 

𝜕L(ψ)

𝜕γ
  =   

1

γ
∑ [(

1

𝛾
) log{1 + γ exp(β𝑧𝑖)μ(𝑡)} −

exp(β𝑧𝑖)μ(𝑡)

1+γ exp(β𝑧𝑖)μ(𝑡)
]𝑛

𝑖=1  

        -∑ 𝛿𝑖{
exp(β𝑧𝑖)μ(𝑡)

1+γ exp(β𝑧𝑖)μ(𝑡)
}𝑛

𝑖=1  

𝜕L(ψ)

𝜕𝛽
 = -∑ {

𝑧𝑖exp(β𝑧𝑖)μ(𝑡)

1+γ exp(β𝑧𝑖)μ(𝑡)
}𝑛

𝑖=1 +∑ 𝛿𝑖{
γ𝑧𝑖exp(β𝑧𝑖)μ(𝑡)

1+γ exp(β𝑧𝑖)μ(𝑡)
}𝑛

𝑖=1  

𝜕L(ψ)

𝜕𝜅
 = -

1

𝜅
∑ {

exp(β𝑧𝑖)μ(𝑡)log {μ(𝑡)}

1+γ exp(β𝑧𝑖)μ(𝑡)
}𝑛

𝑖=1  

        +
1

𝜅
∑ 𝛿𝑖{ log{μ(𝑡)} −

γ exp(β𝑧𝑖)μ(𝑡)log {μ(𝑡)}

1+γ exp(β𝑧𝑖)μ(𝑡)
}𝑛

𝑖=1  

𝜕L(ψ)

𝜕𝜌
 = -

𝜅

𝜌
∑ {

exp(β𝑧𝑖)μ(𝑡)

1+γ exp(β𝑧𝑖)μ(𝑡)
}𝑛

𝑖=1  +  
𝜅

𝜌
∑ 𝛿𝑖{ 1 −

γ exp(β𝑧𝑖)μ(𝑡)

1+γ exp(β𝑧𝑖)μ(𝑡)
}𝑛

𝑖=1  

 

同樣地，在L(ψ)對各個參數二階偏微分，將ψ̂代入ψ可得以下的觀察資訊矩陣 

I(ψ̂) = 

[
 
 
 
 
𝑖γγ

𝑖γ𝛽

𝑖γ𝛽 𝑖γ𝜅 𝑖γ𝜌

𝑖𝛽𝛽 𝑖𝛽𝜅 𝑖𝛽𝜌

𝑖γ𝜅

𝑖γ𝜌

𝑖𝛽𝜅 𝑖𝜅𝜅 𝑖𝜅𝜌

𝑖𝛽𝜌 𝑖𝜅𝜌 𝑖𝜌𝜌]
 
 
 
 

  ， 

其中 

𝑖γγ = -
1

γ2
∑ [

2 exp(β𝑧𝑖)μ(𝑡){1+
𝛾

2
+𝛾 exp(β𝑧𝑖)μ(𝑡)}

{1+γ exp(β𝑧𝑖)μ(𝑡)}2
𝑛
𝑖=1 −

2

γ
log {1 + γ exp(β𝑧𝑖)μ(t)}]    

     -∑ 𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1 {

exp(β𝑧𝑖)μ(t)

1+γexp(β𝑧𝑖)μ(t)
}2 

𝑖𝛽𝛽 = ∑ [
𝑧𝑖

2 exp(β𝑧𝑖)μ(𝑡)

{1+γ exp(β𝑧𝑖)μ(𝑡)}2
𝑛
𝑖=1 ]+ ∑ 𝛿𝑖

𝑛
𝑖=1 [

γ𝑧𝑖
2exp(β𝑧𝑖)μ(t)

{1+γexp(β𝑧𝑖)μ(t)}2
]  

𝑖𝜅𝜅 = 
1

𝜅2
∑ [

 exp(β𝑧𝑖)[log{μ(𝑡)}]2

{1+γ exp(β𝑧𝑖)μ(𝑡)}2
𝑛
𝑖=1 ]+ 

1

𝜅2
∑ 𝛿𝑖

𝑛
𝑖=1 [

γ exp(β𝑧𝑖)μ(t)[log{μ(𝑡)}]2

{1+γexp(β𝑧𝑖)μ(t)}2
] 

𝑖𝜌𝜌 = 
𝜅

𝜌2
∑ [−𝑛

𝑖=1
exp(β𝑧𝑖)μ(t)

1+γexp(β𝑧𝑖)μ(t)
 + 

κexp(β𝑧𝑖)μ(t)

{1+γexp(β𝑧𝑖)μ(t)}2
]+ 

𝜅

𝜌2
∑ 𝛿𝑖

𝑛
𝑖=1 [-

γexp(β𝑧𝑖)μ(t)

1+γexp(β𝑧𝑖)μ(t)
 +  

     
γκexp(β𝑧𝑖)μ(t)

{1+γexp(β𝑧𝑖)μ(t)}2
+ 1] 
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𝑖γ𝛽 = -∑ [𝑛
𝑖=1

𝑧𝑖
2{exp(β𝑧𝑖)μ(t)}2

{1+γexp(β𝑧𝑖)μ(t)}2
] + ∑ 𝛿𝑖

𝑛
𝑖=1 [

𝑧𝑖exp(β𝑧𝑖)μ(t)

{1+γexp(β𝑧𝑖)μ(t)}2
] 

𝑖γ𝜅 = -
1

𝜅
∑ [𝑛

𝑖=1
{exp(β𝑧𝑖)μ(t)}2log {μ(t)}

{1+γexp(β𝑧𝑖)μ(t)}2
] +

1

𝜅
∑ 𝛿𝑖

𝑛
𝑖=1 [

exp(β𝑧𝑖)μ(t)log {μ(t)}

{1+γexp(β𝑧𝑖)μ(t)}2
] 

𝑖γ𝜌 = -
𝜅

𝜌
∑ {

exp(β𝑧𝑖)μ(t)

1+γexp(β𝑧𝑖)μ(t)
}2𝑛

𝑖=1  + 
𝜅

𝜌
∑ 𝛿𝑖

𝑛
𝑖=1 [

exp(β𝑧𝑖)μ(t)

{1+γexp(β𝑧𝑖)μ(t)}2
] 

𝑖𝛽𝜅 = 
1

𝜅
∑ [

𝑧𝑖exp(β𝑧𝑖)μ(t)log {μ(t)}

{1+γexp(β𝑧𝑖)μ(t)}2
𝑛
𝑖=1 ] + 

1

𝜅
∑ 𝛿𝑖

𝑛
𝑖=1 [

γ𝑧𝑖exp(β𝑧𝑖)μ(t)log {μ(t)}

{1+γexp(β𝑧𝑖)μ(t)}2
] 

𝑖𝛽𝜌 = 
𝜅

𝜌
∑ [

𝑧𝑖exp(β𝑧𝑖)μ(t)

{1+γexp(β𝑧𝑖)μ(t)}2
𝑛
𝑖=1 ] + 

𝜅

𝜌
∑ 𝛿𝑖

𝑛
𝑖=1 [

γ𝑧𝑖exp(β𝑧𝑖)μ(t)

{1+γexp(β𝑧𝑖)μ(t)}2
] 

𝑖𝜅𝜌 = 
1

𝜌
∑ [

exp(β𝑧𝑖)μ(t)

1+γexp(β𝑧𝑖)μ(t)
𝑛
𝑖=1  + 

exp(β𝑧𝑖)μ(𝑥𝑖)log {μ(t)}

{1+γexp(β𝑧𝑖)μ(t)}2
]  

      + 
1

𝜌
∑ 𝛿𝑖

𝑛
𝑖=1 [

γexp(β𝑧𝑖)μ(t)

1+γexp(β𝑧𝑖)μ(t)
+

γexp(β𝑧𝑖)μ(𝑥𝑖)log {μ(𝑡)}

{1+γexp(β𝑧𝑖)μ(t)}2
 -1] 

 

 

 

𝑆(t|ψ, 𝑧𝑖)對各個參數的一階偏微分: 

𝜕𝑆(𝑡|ψ,𝑧𝑖)

𝜕γ
 =  

1

γ
[

log{1+γ exp(β𝑧𝑖)μ(t)}

γ{ 1+γμ(t) exp(β𝑧𝑖)}
−1/γ

−
exp(β𝑧𝑖)μ(t)

{ 1+γμ(t) exp(β𝑧𝑖)}
1+1/γ

] 

𝜕𝑆(𝑡|ψ,𝑧𝑖)

𝜕𝛽
 = -𝑧𝑖μ(t) exp(β𝑧𝑖){1 + γμ(t) exp(βzi)}

−(1+1/γ) 

𝜕𝑆(𝑡|ψ,𝑧𝑖)

𝜕𝜅
 =-(1/κ) μ(t) exp(β𝑧𝑖)log(μ(t)) {1 + γμ(t) exp(βzi)}

−(1+1/γ) 

𝜕𝑆(𝑡|ψ,𝑧𝑖)

𝜕𝜌
 = -(κ/ρ) μ(t) exp(β𝑧𝑖) {1 + γμ(t) exp(βzi)}

−(1+1/γ) 

 

 

 

 


