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摘 要 

本文針對時間序列線性迴歸，在我們假設的模型下估計出
~
 參數值。

透過兩種不同的估計方法進行分析，第一種是最小平方法，第二種是

新方法，新方法是利用迴旋積分推導出 Y 的機率密度函數和

Likelihood Function，在獲得參數估計的過程中由於積分計算量太大

所以我們利用了 Monte Carlo Methods 逼近，在本文第三章有詳細介

紹新方法估計式的推導。但是在新方法的估計式中 Monte Carlo 

Method 所計算出來的 Likelihood 值在因變數Y 及自變數 X 差異過大

時其值會太小，所以我們進行資料上的篩選讓 Likelihood 值在現有給

予的資料上盡可能靠近最佳值，進而使 Newton Raphson Method 估計

出不錯的
~
 參數值。最後，我們模擬資料應用於這兩種方法，比較他

們的估計結果。 

 

關鍵字：時間序列迴歸、蒙地卡羅、非高斯時間序列、概似函數 

 

 

 

 



ii 
 

Abstract 
The time series regression provides an explicit analysis, in which one 
time series (dependent variable) can be expressed linearly related to other 
time series variables (covariates), and often errors of the model are 
possibly correlated or simply white noises. The method of least squares is 
a naive approach to estimate the regression conditioned on the covariates. 
When the covariates are non-Gaussian stochastic time series, the least 
square estimators may not be quite efficient. We propose a new method 
taking into account the distribution properties. We estimate the 
parameters by maximizing the unconditional likelihood, which is 
obtained via convolution. The calculation of multi-fold convolution is 
insurmountable, so we approximate the unconditional likelihood using 
Monte Carlo, in which covariates are re-sampled and only selected 
probability weights are counted into the approximation. The maximum 
likelihood estimation is obtained applying the Newton-Raphson iterations 
on the approximated likelihood function. Simulation examples are given 
and the results are compared to the least squares estimates. 

 

Keywords: Time series regression, Monte Carlo, Stochastic  
     covariates, Non-Gaussian time series, Likelihood  
     function. 
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第壹章 緒 論 

第一節 研究背景與動機 

線性迴歸是利用線性迴歸方程的最小平方函數，對一個或多個自

變數和因變數之間關係進行建立模型的一種迴歸分析，這種函數是一

個或多個稱為迴歸係數模型參數的線性組合。 

模型 tpppp XXXXY    112211  ，是一個線性迴

歸模型，模型中的共變數不是一般常用的獨立資料，而是時間序列資

料且並不特定依循常態，但在殘差項的部分假設為常態分配，在本研

究中我以五個共變數為例：分別有 A R M A 時間序列兩列、

EIAR(Exponential innovation)時間序列一列、EAR(Exponential 

s t a t i o n a r y  d i s t r i b u t i o n ) 時 間 序 列 一 列 以 及 B G A R 

(Beta-Gamma)時間序列一列。 

 ARMA(自迴歸移動平均模型) ，是研究時間序列的重要方法，由

AR 模型（自迴歸模型）與 MA 模型（移動平均模型）為基礎「混合」

構成。EIAR( t 是一個指數分配)、EAR( tX 是一個指數分配)，這兩

種類型都是 AR 平穩的一個過程。BGAR 是由 Beta-Gamma 所組合而

成的。 

 上述的組合無法得知Y 的分配，但在有給定的條件下，可以假設Y

的分配為常態， 
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iid
 ，在這樣條件的情況下，我們

可以估計出不錯的參數值。 

 但是在實務上可以發現，許多的時間序列資料並非符合理論上的

情況，進而造成不是常態分配的結果，對於此種狀況傳統的最小平方

法估計參數，並不是最適用的，所以我們找尋其他的估計方法來改善

最小平方法的缺點。 

 為了改善這個缺點，我們提出了一個新的估計想法， 一開始模

型是由五列時間序列(ARMA、EIAR、EAR 以及 BGAR)所組合而成

的線性模型，模型中假設 ),0(
~

2
tt N

iid
 ，然後在給定

~
5

~
1 XX  的情況

下，去推導Y 的機率密度函數而獲得 likelihood function，在參數估計

的過程中由於積分計算量太大所以我們利用了 Monte Carlo Methods

和 Newton-Raphson Method 來估計參數
~
 值，最後我們再經由電腦模

擬將新的估計方法與最小平方法結果進行比較。 

 在比較的過程裡我們不只單單看估計結果上的數據，我們還重覆

跑了多組結果，計算每一個參數的標準差，使結論更加確定。 
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第二節 研究目的 

由於實務上所得到的資料，並非與理論上的情況相符合，所以我

們提出一個新的研究方法，來與原本的最小平方方法相比較。 

例如：線性模型中，變數不是一般常用的獨立資料，而是時間序

列，所組成的線性迴歸模型，在估計模型係數上，我們使用了新的估

計方法與最小平方法兩種方法，其結果做比較，最後還利用了變異數

的大小來做更進一步的確認。 

如果新方法比最小平方法估計結果好，也就表示說以後遇到這一

種時間序列迴歸模型，可以使用這新方法估計，不用完全依靠最小平

方法，並且加以推廣。 
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第三節 研究流程 

 經由研讀相關文獻，藉由研究目的，進而提出問題，再利用不同

的方法研究，建構出研究架構： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

研讀相關文獻 

研究目的 

方程式推導 

參數估計 

(各時間序列的參數估計) 

數據模擬 

(生成原始資料與重新抽取資料) 

參數估計 

(五條時間序列所組成的線性參數估計) 

數據取樣 

邊際值的選取 

結果 

結論 
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第貳章 文獻回顧 

Exponential Autoregressive 
and Beta-Gamma Autoregressive Model 

第一節 EIAR、EAR 

本文主要介紹 Georgiana Popovici(2010)文獻中所提出的具指數

分配時間序列模型： 

1.1 EIAR 

)exp(~,  )1( 11  tttt XXEIAR 　模型是    

對上述式子取期望值跟變異數： 
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接下來我們利用 CLS(Conditional Least Squares)估計變數參數： 
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接下來我們引用文獻結果，將過去的時間點推廣至兩個： 

)exp(~,  )2( 2211  ttttt XXXEIAR 　模型是    

對上述式子取期望值跟變異數： 
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接下來我們利用 CLS 估計變數參數： 



7 
 

2

ˆˆ
ˆ  0)(

)]([)(

) (  )2(

n

3t
22

n

3t

n

3t
11

2

3
2211

22112211













 






 







n

XXXQ

xxXQ

xxxXxXXEEIAR

ttt
n

n

t
tttn

ttttttt











得

│條件估計式
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再利用矩陣可解得 21
ˆˆˆ  、、 。 

1.2 EAR 

ttt IXXEAR  )1(  )1( 111  模型是  
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接下來我們利用 CLS 估計變數參數： 
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接下來我們引用文獻結果，將過去的時間點推廣至兩個： 
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在我們利用 CLS 估計變數的推導上遇到了一些困難，所以我們藉由

電腦軟體（R 程式，最小平方法）估計出參數。 

 

 

 

 

 

 

 



9 
 

第二節 BGAR 

本文主要介紹Miroslav M.Ristic(2005)文獻中所提出的 BGAR(2)

時間序列模型： 

  BGAR(2)模型是  
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如果 2
12   ，那麼 tX 就是 BGAR(1)的過程。 

參數估計的部分，我們直接引用文獻上的結果，其結果如下： 
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tX 經由轉換，我們可以求得它是服從 )( 、kGamma 的邊際分配。 
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第參章 研究方法 

 首先，本文經由研究目的，發展出研究架構。接著，了解研究架

構後，再發展出模型假設、估計式推導、數據選取，最後為估計結果

比較。 

第一節 模型假設 

一開始我們假設了一個線性迴歸模型，是由 p 個變數所組合而成

的，但變數不是一般常用的分配，而是時間序列，在殘差項的部分假

設為常態分配。 

假設模型： 

 

tpppp XXXXY   
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11
~

22
~
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),0(
~

2
tt N

iid
where 　  

本研究在模型中考慮五個時間序列的共變數， }{}{}{}{
~

4
~

3
~

2
~

1 XXXX 、、、 、

}{
~

5X 分別為： 

1. ARMA(2,2) 時間序列兩列 

2. EIAR(2) 時間序列一列 

3. EAR(2) 時間序列一列 

4. BGAR(2) 時間序列一列 
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第二節 估計式推導 

 本章節所要推導的是，我們提出估計參數新方法的過程。一開始

我們在給定條件的情況下，假設 )XXXXX( 
~

5
~

4
~

3
~

2
~

1 、、、、│Y 為常態分配，

給予 ,
sX ， )( 1 nYY  為獨立，再利用迴旋積分計算出Y 的機率密度函

數和 Likelihood Function，由於計算量太大，所以我們利用了 Monte 

Carlo Methods 去逼近，將結果再利用 Newton-Raphson Method 來估

計參數
~
 值。 

推導式子： 
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因為在時間序列所組成的線型模型中，機率密度函數 )( 1 nyyf  無法

直接相乘，必須在有給定的條件下才可以拆開相乘，其原因，為

)( 1 nyy  是一組時間序列資料變數觀察值之間有相關性。然而利用給

予 ,
sX 、 )( 1 nYY  條件獨立下的性質獲得 )( 1 nyyf  。 

 

 

註 Monte Carlo Method 
假設 )(~1 yfXX N ， 的函數是X)(Xh  

其式子：  


N

j jXHNXHE
1

)()/1())((  



12 
 

 Monte Carlo Method： 

Likelihood Function： 
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可表示成 

))(( XHE =Likelihood Function=L 

其 Monte Carlo 之逼近式 
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式子中的 51

~~
jj XX  是由原始資料

~
5

~
1 }{}{ XX  所估計出來的參數值，

代入原來共變數的機率函數中，再重新抽取出來的資料，其如何抽取

在第肆章會詳細說明。 

Log-Likelihood Function=l 
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接下來 

 對每一個變數作一次偏微： 
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其餘的變數與上述同理。 

 

 對每一個變數作兩次偏微： 
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其餘的變數與上述同理。 

 

 對兩兩變數作偏微： 
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其餘的變數與上述同理。 
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 所有的變數都經過微分步驟後，再經由整理，藉由 Newton 

Raphson Method 來估計
~
 參數值。 

 Newton Raphson Method： 

)(1)()()1( )( tttt uH     















































5

1

~

5

1

~

)0( 












l

l

u

where

 　　

起始值
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2

51

2

1
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ll

ll

H






 

 這兩個估計方法將由多次重覆後，會得到一組較收斂的
~
 值，我

們再利用這一組值與最小平方法所估計出來的參數值進行結果比

較。 

 接下來，我們從資料重新取的部分，包括了 Monte Carlo Method、

Newton Raphson Method，重覆多次的計算，估計出多組的收斂
~
 參

數值，再將由這一些參數值計算出標準差，再與最小平方法估計出來

的標準差進行比較，加以確定結果。 
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第肆章 數據取樣 

第一節 原始資料生成 

 在前面第壹章和第參章的部分均有提到，模型是由五條時間序列

所組合而成的，我們將利用以下已知的參數生成出原始資料，用以分

析。 

在模型使用假設的真實參數值如下： 

1. 
0.3    0.4-    3.0    0.2    0.5-
0.2    0.3-    2.0-    0.2    0.5

{

  )2,2(

標準差，、參數，、參數

標準差，、參數，、參數

MAAR
MAAR

ARMA
 

2. tttt XXXEAIR    2211  模型　  

已知第一個時間點和第二個時間點的值分別為 2.0  3.0 21  XX 、  

)1exp(~1.00.9 21 t 　　參數　   

3. tttt IIXXXEAR  )1(  211211  模型　  

已知 tX 的分配所求得的兩時間點的值 1X 0.6627、 2X 0.1235 

參數  1.02.0 21   　  

        ~tX  exp )1(  ~  21 II、 bernoulli )7.0(  )1exp(~t  

4. 
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2
2

1
222

2
2

2
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22
111

-
-  . , 

-
)-(1  . , 

  






pwGXB

pwGXB
XBGAR

ttt

ttt

t模型　  

)),1((~)),1(,(~ 11  jtiit kGammaGkkBetaB  　參數　  
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       　　　　 2,1, ,}2,1{,  kji   6924.00.9284, 21   　  

       ,10 where 2
12    

        }{  }{ 11 tt GB 和 之間是相互獨立的。 

 每一條時間序列均生成 n 筆，當作原始資料，我們再利用這 n 筆

資料，進行第貳章所推導出的估計式，來估計每一條時間序列的參數，

將這一些估計出來的參數，重新放回時間序列，並且抽取新的資料， 

以利於我們接下來的計算。 

第二節 重新抽取資料 

 在假設的模型中 tXXXXXY   5544332211 ，對於

ARMA(2,2)的時間序列 1X 、ARMA(2,2)的時間序列 2X 、EIAR(2)

的時間序列 3X 、EAR(2)的時間序列 4X 、BGAR(2)的時間序列 5X

依資料估計參數如下： 

1. ARMA 

0.3    0.3249-    4386.0    0.0772    0.6738-
0.2    0.2881-    4920.0-    0.2312    0.3303

{
標準差，、參數，、參數

標準差，、參數，、參數

MAAR
MAAR

 

2. tttt XXXEAIR    2211  (2) 模型　  

已知第一個時間點和第二個時間點的值分別為 2.0  3.0 21  XX 、  

估計參數  )0.9676exp(~1293.00.9304 21 t 　　   

3. tttt IIXXXEAR  )1(  211211  模型　  

已知 tX 的分配所求得的兩時間點的值 1X 0.6627、 2X 0.1235 
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估計參數  1731.02265,.0 21   　  

          ~tX  exp ),1(  ~  21 II、 bernoulli ),7.0,1(  )0.9923exp(~t  

4. 
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2
1

2
2

1
222

2
2

2
1

22
111

-
-  . , 

-
)-(1  . , 

  






pwGXB

pwGXB
XBGAR

ttt

ttt

t模型　  

)),1((~)),1(,(~ 11  jtiit kGammaGkkBetaB  　估計參數　  

      1.8725670.8652006, ,}2,1{,  kji 　　  

       0.74012430.8606307, 21   　  

      ,10 where 2
12    

       }{  }{ 11 tt GB 和 之間是相互獨立的。 

 再重新抽取資料的部分，我們生成了 N 筆，為了不受起始值的影

響，前面的 M 筆資料不使用。 

 接下來，我們使用原始資料和重新抽取資料，作資料上的篩選。 

第三節 資料篩選 

 一開始，我將所有的資料都丟進去計算，但在 Likelihood Function

的計算上會出現值很小的情況，導致接下來的運算上出現了困難，甚

至出現無法計算的狀況，所以我將資料做了特殊篩選，這篩選的目的

是為了讓 Likelihood 值盡可能達到最大值，但在做這篩選的動作時已

經有一點破壞了 Monte Carlo Method 原本的涵義了，即使這樣這一個
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估計方法還是可以有效的估計出
~
 參數值。我們先估計共變數分配

)()(
~
5

~
1 xfxf  的參數值代入後將估計的共變數分配函數寫成

)(ˆ)(ˆ
~
5

~
1 xfxf  。 

Njxfx

Njxfx

Njxfx

j

j

j









1)(ˆ~~

1)(ˆ~~

1)(ˆ~~

~
55

~
22

~
11







　

　　

　

 

這裡
~
x是一組時間序列的資料 nixi 11 ：  

將第 j 筆抽出的樣本以向量表示為 T
jx~ )~~( 51 jj xx  。 

 在假設的模型中，我們針對真實值 51   ，會有以下的線性關係

tjjjjjj xxxxxy   5544332211
~~~~~~ ，然而 jy~ 並未觀察到或模

擬而得。如果我們將所有的重抽資料 　T
jx~  Nj 1 ，丟進去 Monte 

Carlo 的式子中計算，基於 jy~ 可能遠離原始資料 nyy 1 ，則重新抽出

的資料中有些值帶入後會使 Likelihood 值過低，因此可能會造成

)(~
iyf 值過小，而使得參數值估計不理想的狀態，在第伍章會有詳細

說明。因此，我們在 　T
jx~  Nj 1 中做了特別的選取。這樣的選取

是為了使 Likelihood 值在現有給予的資料上盡可能靠近最佳值。 

 假設 X 為原始共變數的資料矩陣， X~ 為重抽的共變數的資料矩

陣： 
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接下來將二資料矩陣對每一個共變數作標準化，標準化後的資料

矩陣為： 

sdX ][ 11 zz 

















51

1511

nn zz

zz







 ， sdX~ ]~~[ 11 zz 

















51

1511

~~

~~

NN zz

zz







 

 選取的過程是首先在步驟 1 步驟 2 中填補合適的 jy~ 於所對應的

　T
jx~ ，再由步驟 3 中選出 　T

jx~  Nj 1 其 jy~ 是接近 iy ，步驟如下： 

步驟 1： 

對於一個 　T
jx~ ，選出最接近的 　T

ix~ )~~( 51
T
i

T
i xx 　  ni 1 ，依據標

準差 後 的 絕對 差 總和 ， 即算 出 niforAzz jijp
i

ip
1 ~

)(  　

51, p 找出 )min( )()(1 jnj AA  ，令 )min(arg )()(1
*

jnj AAi  給予一

個邊際值 01 D ，如果 1)()(1 )min( DAA jnj  並且對於此選擇到的設

*
~

ij yy  則 T
jy~ 選擇入袋。 

步驟 2： 

共變數中原始資料的其中一個不考慮列入比較，只考慮其他 4 個

變數與 　T
jx~ 的相對 4 的共變數值接近時之情況，然後我們填補 y 值。

以去掉 5X 共變數為例： 

依據標準化的資料計算 41, 1 ~
)(**   pniforAzz jijp

i
ip

　 找
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出 )min( )()(1 jnj AA  ，令 )min(arg )()(1
*

jnj AAi  給予兩個邊際值

0, 21 DD ，如果 1)()()(1 *)min( DAAA
jijnj  ，找出 )( jiA 中符合

2)()( * DAA
jiji  的值，且令 } 1 ,{)( 2)()( * DAAniyyB

jijii  ： 。

在 )(yB 這集合上假設有 c 個 y 值，分別計為 )()1( cyy  ，計算

pi

pi

c

l
l

i

c

l
l

j x
x

c

y
y

c

y
y

*

*

*

~
)(~ 11 


 ，也將此 jy~ 選擇入袋。 

步驟 3： 

我們利用步驟 1、2 所填補的 jy~ 與原始的每一個 y作比較，兩者

相減小於一個常數( r )，則將小於 r的 y帶入計算式中，進行運算。 

圖解說明第 3 步驟： 

  ~
2  1

  
~

~

j

1

y
y

y

N

所填補的、由步驟








 設一個邊際值 0r ，將每一個 jy~ ，算出

niyy ij 1~  　 若 ryy ij  　~ ， 則 將 所 對 應 的 jx~ 及 iy 放 入

)(~
1 nyyf  進行運算。 
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第伍章 邊際值的選取 

 根據我們所假設的時間序列迴歸模型，推導出Y 的機率密度函數

和 Likelihood Function，推導過程與結果我們利用了本文的第三章並

從式子中說明如何選取邊際值。 

~
5

~
1

~
5

~
1

~
5

~
111 ...)...()......()...( dxxdxxfxxyyfyyf inn   │  

 



n

i
iy

1
2

(
2

1exp{
2
1[


 T

ix }]) 2 5151 ...)()...( iiii dxdxxfxf  

 



n

i
iy

1
2

(
2

1exp{
2
1[


 T

ix }}]{) 22
i

T
ii My   x1

5151 ...)()...( iiii dxdxxfxf


small

iMh )(  

這裡 )( iMh 會是一個很小的值 

這裡 )(),...( 5151   T
ii

T
i xx 　x  

接下來利用 Monte Carlo 去逼近 Likelihood Function，其逼近式： 


 


N

j

jN

i
in y

N
yyf

1

)(

1
21 (

2
1exp{

2
1[1)(~


 T

jx~ 2)

}}){( 2
i

T
ji My  x1  

 

這裡 

#)( jN NjforMy i
T
ji 1 }}){({ 2  　x1  

}0 {# )(  jNjN ：  

的個數為使所得的重抽筆數中又不、是篩選步驟註： 02  1 )( jNN  
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)~~(~~~
)(1 kjNk xxB  T

kk

T
k ＸＸＸ * 　  
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 Newton Raphson Method： 

)(1)()()1( )( tttt uH      起始值)0( where  

** ,

2

~
kkkk

l
H 















 ＸＸ ＸＸ TT ~~~~ BA   

 如果選擇邊際值小，也表示這裡的 iM 值小，會使得 BA  、 矩陣中

的元素值太小，而可能造成
tH 的反矩陣無法運算；如果選擇邊際值

大，也表示這裡的 iM 值大，會使得估計範圍太大，所以我們必須選

擇一個適當大小的邊際值，讓我們所要估計的
~
參數值達到最佳化。 
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第陸章 分析結果 

  本文，我們做了兩組模擬，使用了我們所篩選出來的數據資料，

進行
~
 參數估計，在估計式子的部分我們重覆了 20 次，讓值呈現收

斂，接下來，再將重新抽取和估計式的部分重覆 30 次，並使用這 30

筆估計出來的
~
 參數值，計算標準差，進而更進一步的了解新方法和

最小平方法的優缺點。 

其估計結果如下： 

 

第一組： 

表一 第一組估計值 

解釋變數 ଵܺ ܺଶ ܺଷ ܺସ ܺହ 
分配 ARMA 

0.6 

0.45272 

0.15955 

0.64357 

0.05998 

ARMA 

0.5 

0.31856 

0.13292 

0.48948 

0.04130 

EAIR 

0.7 

0.68179 

0.02452 

0.60209 

0.00856 

EAR 

0.5 

0.53423 

0.09578 

0.48671 

0.05476 

BGAR 

0.9 

0.88838 

0.04970 

0.91598 

0.02779 

 已知 

 መ(LSE)ߚ
Sd(LSE) 
 መ(NEW)ߚ
Sd(NEW) 
 መ(LSE)是利用原始資料所估計出來的ߚ
 መ(NEW)是利用原始資料與重新抽取資料所估計出來的ߚ

由表一，可以看出
~
參數值的估計上沒有很明顯的差異，但是在

標準差來看，很明顯的看出，新方法的變異比最小平方法來的小很多，

由此可見，新方法估計出來的結果比較接近原始參數值。 
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第二組： 

表二 第二組估計值 

解釋變數 ଵܺ ܺଶ ܺଷ ܺସ ܺହ 
分配 ARMA 

1 

0.85272 

0.15955 

0.85289 

0.01130 

ARMA 

2 

1.81856 

0.13292 

1.81854 

0.00988 

EAIR 

3 

2.98179 

0.02452 

2.98145 

0.00550 

EAR 

4 

4.03423 

0.09578 

4.03356 

0.01196 

BGAR 

5 

4.98838 

0.04970 

4.98814 

0.00538 

 已知 

 መ(LSE)ߚ
Sd(LSE) 
 መ(NEW)ߚ
Sd(NEW) 
 መ(LSE)是利用原始資料所估計出來的ߚ
 መ(NEW)是利用原始資料與重新抽取資料所估計出來的ߚ

由表二，可以看出
~
參數值的估計上沒有很明顯的差異，但是在

標準差來看，很明顯的看出，新方法的變異比最小平方法來的小很多，

由此可見，新方法估計出來的結果比較接近原始參數值。 
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第柒章 結論 

 本文主要探討時間序列線性迴歸模型，在新方法與最小平方法估

計結果上的差異。在第貳章我們先介紹了 Georgiana Popovici 

(2010)指數自迴歸時間序列，和 Miroslav M.Ristic(2005) 

Beta-Gamma 自迴歸時間序列的式子推導，並且加以推廣至兩個時間

點。第三章進行篩選，解決資料在估計式上的問題。第四章我們利用

了 Monte Carlo Method 和 Newton Raphson Method 推導出
~
 參數值的

估計式。第伍章比較資料分析結果。 

 由模擬結果顯示，在時間序列迴歸上，新方法所估計出來的
~
 參

數值比最小平方法所估計出來的
~
 參數值來的更加接近原始參數值。

針對時間序列迴歸，未來可以考慮在不同的模型下，不同實際資料選

擇或應用更合理的模型，進一步推廣本文所提出的方法。 
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