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中文摘要 

本論文使用精確對角化（ED）以及密度矩陣重整化群（DMRG）

對一維反鐵磁海森堡模型做基態性質研究。利用 ED 計算各向同性海

森堡模型基態能量與自旋關聯，而後使用 DMRG 計算一維單離子單

軸異向性自旋 1 XXZ 海森堡模型的相圖。利用 Haldane 相具有的對稱

保護拓樸性質，經由計算利用不同晶格長度的 entanglement spectrum，

得到此模型的 even Haldane 相、odd Haldane 相以及反鐵磁相，與發

表於文獻中的結果一致。 

 

關鍵字：精確對角化、密度矩陣重整化群、一維海森堡模型、自旋關

聯函數、基態性質 
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英文摘要 
Abstract 

In this thesis, we investigate the ground state properties of the 
one-dimensional antiferromagnet Heisenberg model by Exact 
diagonalization (ED) and Density Matrix Renormalization 
Group(DMRG). By the exact diagonalization, we calculate the ground 
state energy and spin correlation function. We employ DMRG to 
investigate the ground-state phase diagram of the  one-dimensional 
uniaxial single-ion anisotropic Spin-1 XXZ Heisenberg model on 
different lattice sizes. By the analysis based on the property of  
symmetry-protected topological order, we obtain the even-Haldane phase, 
the odd-Haldane phase, and the anti-ferromagnetic, which are phases 
consistent with the published results. 

 

Keywords: Exact diagonalization、Density Matrix Renormalization Group、

one-dimensional Heisenberg model、spin correlation function、

ground-state properties 
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第一章 緒論 

物理學家探討材料性質時有幾種方法，利用理論解析先看出物理

特性、數值計算算出詳細的物理參數以及利用實驗去測量來和理論做

比對。有時理論領先實驗，等待實驗學家做驗證，有時反過來，實驗

先量出特性，等待理論學家的解釋。之前的理論學家們已經提出很多

種物理模型來探討材料的性質。近期科技的進步，二維平面材料以及

准一維材料也漸漸能在實驗室做出來，然而又因尺寸很小，量子效應

更加明顯，理論解析與計算顯得更加重要，可以幫助解釋實驗上的現

象。 

在低維度系統中，很多模型長期被理論物理學家們研究，像是古

典的 Ising 模型，理論學家們還可以用平均場論去做解析，能模擬磁

性系統的性質，但量子模型就沒這麼容易，將平均場論用在 Hubbard

模型、t-J 模型或是海森堡（Heisenberg）模型出現了很大的誤差，因

為量子模型中，粒子間的交互作用、量子漲落（Quantum fluctuation）

等效應的納入，讓量子模型在基態與低溫時有更豐富的性質存在。物

理學家為了解決這問題在此時將許多的數值方法開始應用至量子模

型上，得到不錯的結果。像是在小晶格系統中可以使用精確對角化

（Exact diagonalization，簡稱 ED），並且解析上在一些一維量子模型

裡有 Bethe ansatz 精確解可供比對，大晶格系統則有量子蒙地卡羅
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（Quantum Monte Carlo，簡稱 QMC）、變分蒙地卡羅（Variational 

Monte Carlo，簡稱 VMC）以及目前在一維系統裡計算非常強悍的密

度矩陣重整化群（Density Matrix Renormalization Group，簡稱 DMRG），

DMRG 不僅可以在一維成功，二維系統也有不錯的結果[1]。量子自旋

模型可以模擬一些真實材料的性質，利用數值方法研究出自旋之間的

關聯，稱為自旋關聯函數、研究低溫時的量子相變，找出相變點確切

值、能隙或是磁化率等熱力學問題都是大家有興趣的。 

1
2

S  的一維反鐵磁（AFM）海森堡模型已由 Bethe 解出精確解，

並且知道是沒有能隙（gapless）的[2]。然而 Haldane 則提出猜想[3]，

整數對自旋系統，能隙是存在的，而半整數自旋系統則沒有，實驗上

也驗證了這個觀點。Affleck、Lieb、Kennedy 以及 Tasaki 四人提出了

一種可以解釋整數自旋具有能隙的模型，又稱 AKLT 模型[4]，在解釋

Haldane能隙上非常成功。在拓樸觀點上[5,6,7]，奇數自旋的奇數Haldane

（odd Haldane，簡稱 OH）相在邊態為半整數自旋是屬於對稱保護拓

樸（symmetry-protected topological，簡稱 SPT）相。 

本論文以一維海森堡模型為例子，而計算的方法使用 ED 與

DMRG。先以較簡單的
1
2

S  與 1S  各向同性海森堡模型處理在小晶格

下的狀況，用 ED 做出循環邊界條件（Periodic boundary condition，

簡稱 PBC）與開放性邊界條件（Open boundary condition，簡稱 OBC）
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的基態能量、自旋關聯函數[10]，藉此確定掌握 ED 的計算方法，而

DMRG 則從小系統開始與 ED 做比對，確定結果無誤後拓展至更大的

系統，另外根據文獻[5]計算單離子單軸異向性 1S  XXZ 海森堡模型的

entanglement spectrum 來看相圖。又因 OH 相具有 entanglement 

spectrum 最低能譜有簡併的特性，利用此特性計算不同 D 值與不同尺

尺度間的 entanglement spectrum 來看相變位置。 

  



4 

第二章 自旋模型 

2-1 海森堡模型 

在本論文中最主要研究的模型為海森堡模型，其 Hamiltonian 為: 

1 1 1 1( )x x y y z z
i i x i i y i i z i i

i i
H J S S J S S J S S J S S        

 
 (2.1) 

其中 J 代表的是自旋之間的耦合常數，當 x y zJ J J  時稱為 XYZ 海森

堡模型， x y zJ J J  時稱為 XXZ 海森堡模型，若 0x yJ J  而 0zJ  就

是 Ising 模型。本文中大部分做的計算模擬是 x y zJ J J  ，即為各向同

性海森堡模型，我們將(3.1)式做個改寫，引入上升與下降算符: 

x yS S iS    (2.2) 
x yS S iS    (2.3) 

海森堡模型 Hamiltonian 將改寫成: 

1 1 1
1 ( )
2

z z
i i i i i i

i
H J S S S S S S   

      (2.4) 

當 0J  為鐵磁性， 0J  為反鐵磁性。目前只有
1
2

S  一維海森堡模型

有精確解，在 H. A. Bethe 的研究裡[2]，
1
2

S  一維海森堡模型每個晶

格點基態能量為 0
1ln 2 0.43314
4

E      。 
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2-1-1 Haldane 猜想 

1983 年 Haldane 利用非線性 sigma 模型對自旋模型做近似[3]，提

出在一維均勻的反鐵磁系統中，如果自旋為整數，系統將是有能隙的，

（稱 Haldane 能隙），當 S 時，能隙大小約為 2( ) ~ SS S e  ，關聯長

度約為 1~ SS e  。而自旋為半整數時，系統沒有能隙（gapless）。並且

Haldane 提出自旋關聯函數在自旋為整數時呈現指數衰減 ~
r

i jS S e 


  ，

其中 | |r i j  ，自旋為半整數時呈現冪次衰減（power low）形式，

~i jS S r   。後來的數值計算證明了 1S  的 Haldane 能隙為 0.41  與

自旋關聯函數是呈指數衰減，關聯長度約為 6.03[12,13]， 2S  的 Haldane

能隙為 0.085  ，關聯長度約為49[14,15,16]，且
3
2

S  的系統沒有能隙[17]。

1
2

S  一維海森堡鏈的自旋關聯函數在數值結果上也呈現冪次衰減，

其臨界指數 1  [18,19,20]。 

2-1-2 單離子單軸異向性海森堡模型 

由於晶格場的影響，原本的海森堡模型可再加上一個單離子單軸

異向性，Hamiltonian 為: 

2
1 1 1[ ] ( )x x y y z z z

i i i i z i i i
i j

H J S S S S J S S D S         (2.5) 

其中D所表現的是單離子單軸異向性。將D關閉即可回到原本的海森
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堡模型。此模型包含六種相[21,22]，當 0zJ  時可看到 Haldane 相（或稱

odd Haldane 相）、large-D 相（或稱 even Haldane 相）以及 AFM 相。

其各自相變的值與其他特性可參考文獻[23,24,25,26,27]。本論文則利用此

模型來計算 entanglement spectrum，並嘗試只利用 entanglement 

spectrum 來決定相變點，在此引入參考文獻中的 ground state phase 

diagram 以及用 gap 與 central charge 決定相變點的圖以供參考[5]。圖

2-1 為單離子單軸異向性海森堡模型的基態相圖，由於原作者[5]將單

離子單軸異向性與 extended Bose-Hubbard Model 做連結，故圖中括號

內為 extended Bose-Hubbard model 的參數與相的名稱[8,9]，圖中相界

範圍，實線由單離子單軸異向性海森堡模型的 central charge 所界定，

虛線為 extended Bose-Hubbard model 的相界。 

 
圖 2-1 Ground state phase diagram[5] 
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圖 2-2 是利用能隙為零的方式決定相變點，其中自旋能隙為 

0 0(1) (0)S E E    (2.6) 

neutral gap 為 

1 0(0) (0)n E E    (2.7) 

其中 0 ( )E M 與 1( )E M 是 z
i

i
M S 的基態或第一激發態能量。圖中的 g

是作者原文中所加的微擾項係數。  

 
圖 2-2 利用 energy gap 決定相變點位置[5] 
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圖 2-3 為原作者使用 central charge 在 1.5D  時所呈現的相變點。 

 
圖 2-3 利用 Central charge 決定相變點[5] 
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2-2 AKLT 模型 

1987 年，Affleck、Kennedy、Lieb 以及 Tasaki 聯合提出一種嚴格

可解模型來了解自旋模型，簡稱 AKLT 模型[4]。 

AKLT 模型中，每個 1S  的自旋可以視為兩個
1
2

S  的自旋所組成，

圖像為: 

 
圖 2-4 AKLT 態示意圖 

這時的系統基態被稱為 valence-bond-solid（VBS），是沒有對稱性被

破壞且沒有簡併的。這種自旋 1 的 Hamiltonian 為: 

2
1 1 1

1 ( )
3

AKLT
S i i i i

i
H S S S S   

   
    (2.8) 

他們成功解釋驗證了 Haldane 所提出的猜想[3]。AKLT 還能推廣至更

高的自旋，每個自旋大小為 S 的自旋由 2S 個 1
2

S  自旋所組成。此處

只做自旋 1 的模型，較高自旋的內容可參考文獻[4]。 

另外，根據 AKLT模型還預測了自旋模型在系統邊界條件為OBC

時，系統兩邊端點會出現邊態（edge state），像是 1S  的系統，兩端

各有一個
1
2

S  的自旋，並且和其他自旋沒有交互作用，實驗上也觀
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測到此現象[28]。而這兩個
1
2

S  造成了 1S  海森堡鏈有四重簡併[29]。 
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第三章 數值方法 

3-1 精確對角化 

3-1-1 Householder 方法 

本論文的程式是利用 fortran 做編寫，在小晶格系統中，由於系

統大小讓維度還屬於可以讓電腦做完整對角化的時候，可以利用

Householder 方法來解出全部的特徵值。在我們的反鐵磁海森堡模型

中，Hamiltonian 如(2.4)式，取 1J  ，要轉換成矩陣的話就必須給每個

可能的狀態一個編號，以一維
1
2

S  ，自旋數目為 2 為例，在電腦中

我們使用二進位編碼來顯示我們要自旋狀態，假設自旋向上為 1，自

旋向下為 0 來表示，利用自旋粒子在不同的格點上，我們便能找出一

組對應的十進位數字，接下來只要記錄好第幾個態對應哪個十進位數

字，我們便能利用電腦快速的做轉換[30]。如表 3.1 所示。 
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編號 自旋狀態 十進位數字 

|1> |1,1> 3 

|2> |1,0> 2 

|3> |0,1> 1 

|4> |0,0> 0 

表 3.1 1
2

S  組態二進位表達式與十進位數字關係 

將每個狀態與 Hamiltonian 作用後可以得出另外的狀態 

1|1,1 |1,1
4

H    (3.1) 

1 1|1,0 | 0,1 |1,0
2 4

H      (3.2) 

1 1| 0,1 |1,0 | 0,1
2 4

H      (3.3) 

1| 0,0 | 0,0
4

H    (3.4) 

如此一來，就可以組成一個 4 4 的矩陣 

1 0 0 0
4

1 10 0
4 2

1 10 0
2 4

10 0 0
4

H

 
 
 
  

  
 
 
 
 
 

 (3.5) 

再來利用 TRED2 及 TQLI 兩個副程式[31]來解出整個系統的本徵態與
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本徵向量。此為 Householder 方法。 

3-1-2 Lanczos 方法 

但 3-1-1 的例子中在自旋數目為 12 以上時，系統的 Hilbert space

維度為 122 4096 若要用此維度去做計算便會超過記憶體上限，此時我

們加入 Total Sz為零的對稱性: 

S 0tot z
z i

i
S   (3.6) 

將每個晶格點上的 Sz 相加，保留相加後為零的組態，此時系統維度

為 12
6C 924 ，此時還可以使用 Householder 方法，但自旋數目增加為

14 時，儘管加入 Total Sz對稱性，維度依然達到 3432，矩陣所用的記

憶體為3432 3432 加上其他所需要的 array等記憶體粗略估計已經超過

電腦 2GB 記憶體，又由於我們關心的是基態性質，此時我們使用

Lanczos 方法來得到基態能量。 

Lanczos 方法 [32,10]是建構一組 Lanczos 基底，使得我們的

Hamiltonian 變成一個三對角的矩陣。首先我們選擇一個任意的歸一

化向量 1| > 作為起始向量，接著將 Hamiltonian 作用至起始向量得到新

的向量 2| > ，令其方程式為: 

2 1 1 1| | |H a       (3.7) 
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並要求新的向量 2|  與 1| 正交，即 1 2< | >=0  ，因此得到: 

1 2 1 1 1 1 1< | | | | 0H a           (3.8) 

此時可以將 1a 解出: 

1 1 1| |a H    (3.9) 

接著將 2|  歸一化得到 2|   

2 2 1 1 1
1 1

1 1| | ( | | )H a
b b

         (3.10) 

其中 1 2 2|b      ，接著利用 2| 建構出第三個向量，令方程式為 

3 2 2 2 1 1| | | |H a b          (3.11) 

此時要求 3|  要與 2| 及 1| 都正交 

2 3 2 2 2 2 2 1 2 1< | < | | < | < | 0H a b              (3.12) 

因正交條件 2 1< | >=0  得到: 

2 2 2| |a H    (3.13) 

接著另一正交條件: 

1 3 1 2 2 1 2 1 1 1< | < | | < | < | 0H a b              (3.14) 

可得出 

1 1 2| |b H    (3.15) 

因 Hamiltonian 為 Hermitian，故 
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1 1 2 2 1| | | |b H H       (3.16) 

利用(3.15)式可證明 1 2 2= |b      

1 2 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1| | | (| | ) | |b H a a                    (3.17) 

1 2 2
1

1 |b
b

      (3.18) 

2
1 2 2|b      (3.19) 

最後再將 3|  歸一化。如此循環下去可推出 Lanczos 基底的製造方法 

1 1 1| | | |n n n n n nH a b            (3.20) 

| |n n na H    (3.21) 

1 1| | | |n n n n nb H H        (3.22) 

而 Lanczos 基底建立出的三對角矩陣的長相為 

1 1

1 2 2

2 3 3

13

1

0

0
0 n

n n

a b
b a b

H b a b
bb

b a




 
 
 
 
 
 
 
 

 
 




  

 (3.23) 

從起始向量開始，每做出一組 na 、 nb 便能利用 TQLI 副程式或是

LAPACK 中提供的副程式來解基態能量。通常在維度很大的矩陣中，

利用 Lanczos 方法大約只要極短的迭代便能開始收斂。 
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圖 3-1 能量與迭代次數關係圖 

收斂的方式可以利用第 n 次得到的能量與第 n-1 次得到的能量做

相減，當達到我們要的精確度以後便可停止。得到基態能量後，將以

Lanczos基底組成的本徵向量換回我們以 Spin為基底的基態本徵向量，

然後做我們要的物理量測量。 

而值得注意的是整個 Lanczos基底作出的三對角矩陣最大的

維度不可以超過原本矩陣的維度。另外便是 Lanczos 基底會造成

原本的基底失去正交性，於是得到基態能量後便停止，如果嘗試

收斂得到其他能量，便會發現能譜中有其他假的能量出現，也無

從得知哪些是假的，這類假的能量值，稱之為「Ghost」[33]。以
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循環邊界條件，
1
2

S  並且取 Total Sz為零的各向同性海森堡模型

為例，原本的能量能譜用 Householder 方法或手解為-2、-1、0、 

0、0、1 六個能量，而 Lanczos 方法嘗試得到基態能量後繼續收

斂其他能量則得到-2、-1.97661、-1、0、0.90344、1 。 
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3-2 數值重整化群 

介紹密度矩陣重整化群之前，必先提起 1975 年 K. G. Wilson 用

來解近藤問題（Kondo Problem）所使用的數值重整化群（Numerical 

Renormalization Group，簡稱 NRG）[34]，NRG 先在小晶格上求出所

要的物理訊息，利用此小晶格給出的訊息為基礎獲得較大系統的物理

訊息。 

 

 

 
圖 3-2 NRG 示意圖 

如圖 3-2 所示，先從兩個晶格點開始，每次格點加倍成長，一直

長到我們需要的大小。但我們的 Hilbert space 也是隨著系統格點數呈

現指數成長，到最後在達到我們所需要的格點數之前，電腦記憶體便

會不足。於是我們將做截斷(truncation)的動作，將物理上可能對我們

來說不重要、影響較小的物理資訊丟棄，將重要的物理資訊留住並使
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用在更大的系統中，這便稱之為重整化。 

本段我們以海森堡模型為例子介紹重整化的程序，首先考慮海森

堡模型的 Hamiltonian: 

1 1 1 1
1( ( ) )
2

z z
i i i i i i i i

i i
H S S S S S S S S   

           
 

 (3.24) 

在過程中我們必須儲存的東西有 [ ]z
rS 、[ ]rS  、 [ ]z

lS 、[ ]lS  以及 [ ]BH ，其

中足標為 r （ l）的算符是指圖 3-2 中左(右)邊方塊(block)中最右(左)

邊的自旋粒子的算符，至於 [ ]rS  和 [ ]lS  可由[ ]rS  和 [ ]lS  取共軛得到。假

設我們的算符維度都為m m 且令左邊方塊足標為 i，右邊方塊足標為

j，整個系統的 Hamiltonian 維度就是 2 2m m ，寫出整個 Hamiltonian

的直積表達式為: 

' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' '

,
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

1{[ ] [ ] [ ] [ ] } [ ] [ ]
2

BB B B B Bij i j ii jj ii jj

z z
r l r l r lii jj ii jj ii jj

H H I I H

S S S S S S   

   

     
 (3.25) 

將整個系統的 Hamiltonian 做出來以後，將其對角化，取其中m個最

小的能量本徵值 iE ，以及其對應的本徵向量 iv ，將 iv 依照對應的 iE 大

小從小排到大組成一個維度是 2m m 的轉換矩陣O，O的長相為: 

2

1 2 m

m m

O v v v



 
   
 
 

  


  
 (3.26) 

如此一來我們便可以將原來的算符做線性變換: 
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' ' ' '
†

, ,
[ ] ([ ] [ ] )new r B rij i j ii jj
S O I S O    (3.27) 

' ' ' '
†

, ,
[ ] ([ ] [ ] )z z

new r B rij i j ii jj
S O I S O   (3.28) 

' ' ' '
†

, ,
[ ] ([ ] [ ] )new l l Bij i j ii jj
S O S I O    (3.29) 

' ' ' '
†

, ,
[ ] ([ ] [ ] )z z

new l l Bij i j ii jj
S O S I O   (3.30) 

' ' ' '
†

, , ,
[ ] ([ ] )new B BBij i j ij i j
H O H O  (3.31) 

得到新算符後，令 ,[ ] [ ]r new rS S  等。接著回到 (3.24)式組成新的

Hamiltonian，然後重複上面敘述的動作。 

但 NRG 這方法在強關聯模型或是自旋模型中卻不能達到在處理

近藤模型那般準確，根據文獻[35]指出，NRG 中，兩個方塊的交互作

用被忽略了，所以小系統無法完整描述整個系統，改進的方法是，系

統不加倍成長，而是只增加一個晶格點[36]，如圖 3-3。 
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圖 3-3 改良的 NRG 示意圖 

利用改良後的 NRG 方法，計算上要紀錄的內容也相對改變了，現在

要儲存的算符只有 [ ]z
rS 、[ ]rS  及[ ]BH ，而(3.25)式變成 

1[ ] [ ] [ ] {[ ] [ ] [ ] [ ]} [ ] [ ]
2

z z
BB B B r r rH H I S S S S S S            (3.32) 

整個系統的 Hamiltonian 維度變成md md ， d 為最右邊自旋粒子的維

度。接下來的步驟一樣，但(3.27)到(3.31)式改成做 

†
,[ ] ([ ] [ ])new r BS O I S O    (3.33) 

†
,[ ] ([ ] [ ])z z

new r BS O I S O   (3.34) 

†
,[ ] ([ ])new B BBH O H O  (3.35) 

雖然比改良前準了點，但仍然讓人不滿意。在近藤模型或相似的雜質

系統中有效是因為耦合的效果會隨著系統格點數增加而呈指數衰減，

但在自旋模型中，每個自旋的耦合是固定的[37]。 

另一個原因，在 NRG 中我們選取的是能量的本徵值，但保留最
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低能量的 m 個態，不一定是出現機率最大的 m 個態，而 Wilson 的學

生 S. R. White 發現了這點而創造出新的計算法。 
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3-3 密度矩陣重整化群 

S. R. White 將 Wilson 的 NRG 方法做改進，不再使用能量本徵值

做選取的態，他將整個系統分成了系統塊（system block）和環境塊

（environment block），進一步產生系統塊的約化密度矩陣（reduced 

density matrix，簡稱 RDM），RDM 本徵值所含的物理意義是其對應

的本徵態出現的機率，選取較大的 RDM 本徵值所對應的本徵向量來

做轉換矩陣O可以合理的描述整個系統的物理。此套計算法稱為密度

矩陣重整化群（Density Matrix Renormalization Group，簡稱 DMRG）

[37]。 

根據統計力學，要求一個物理量的期望值 ˆ<A>可以寫成 

ˆ| A |i i i
i

P     (3.36) 

取一組正交歸一基底{| }n  ，將各量子態表示為 

| | |i i
n

n n     (3.37) 

| | |i i
m

m m      (3.38) 

將(3.37)和(3.38)式帶入(3.36)式中得到 
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,

ˆ ˆA ( | |) ( | | )

ˆ( | | ) | A |

i i i
i m n

i i i
n m i

P m m A n n

n P m m n

 

 

     

      

  

 
 

(3.39) 

| |nm i i i
i

n P m        (3.40) 

ˆ ˆA | A |mn m n    (3.41) 

,

ˆ ˆ ˆA A ( A)nm mn
n m

Tr      (3.42) 

( ) 1Tr     (3.43) 

而我們要研究的是系統基態，所以在重整化過程中只尋找基態（此態

稱 target state）來建構密度矩陣。下面將開始介紹 DMRG 的詳細做

法。 

3-3-1 DMRG 的無限算法 

DMRG 的無限算法（infinite system procedure，又稱 Warm-up 

procedure），基本上跟 NRG 很像，每次成長兩個晶格點，假設系統的

基態波函數是 

0
, 1 , 1

| | | | |
m d

ijkl
i l j k

i j k l 
 

           (3.44) 

其中 ,i l 為左右兩邊方塊，只有保留m個態，而 ,j k 各是單一顆自旋粒

子，依自旋不同，最高維度為 d （如
1
2

S   ，則 2d   ）。系統的樣子

為 



25 

 
圖 3-4 DMRG 系統示意圖 

我們將整個系統稱呼為超塊（superblock），整個系統 Hamiltonian 的

直積表示式為 

•• • • • • , ,[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]B B B B B B B l B rH H I I H I H I         (3.45) 

1[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ([ ] [ ] [ ] [ ])
2

z z
B l l l lH H I S S S S S S   
              (3.46) 

1[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ([ ] [ ] [ ] [ ])
2

z z
B r r r rH I H S S S S S S   

             (3.47) 

1[ ] [ ] [ ] ([ ] [ ] [ ] [ ])
2

z zH S S S S S S   
             (3.48) 

建構好了 Hamiltonian，算出 target state 後組出左、右方塊的約化密度

矩陣，首先我們將(3.44)式的足標重新定義 ,i j i ， ,k l j   

0
, 1

| | |
md

ij
i j

i j 


     (3.49) 

兩個約化密度矩陣便可由(3.49)式來建構 

, , ,
1

md
L
i j i k j k

k
  



  (3.50) 

, , ,
1

md
R
i j k i k j

k
  



  (3.51) 

將 RDM 對角化得到本徵值 iw 以及對應的本徵向量 iu ，保留m個最大

的本徵值，將其對應的m個本徵態依照大小順序排好，如同(3.26)式
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一般建構出我們需要的轉換矩陣O  

1 2 m

md m

O u u u



 
   
 
 

  


  
 (3.52) 

如此便能將所需要的算符做線性轉換 

†
, ,[ ] [ ] ([ ] [ ])l new l B lS S O I S O  

    (3.53) 

†
, ,[ ] [ ] ([ ] [ ])z z z

l new l B lS S O I S O    (3.54) 

†
, ,[ ] [ ] ([ ] [ ])r new r B rS S O S I O  

    (3.55) 

†
, ,[ ] [ ] ([ ] [ ])z z z

r new r B rS S O S I O    (3.56) 

†

†

[ ] ([ ])
[ ] ([ ])

l B

r B

H O H O
H O H O








 (3.57) 

算符 [ ]z
lS （[ ]z

rS ）為左（右）邊方塊中最右邊（左）的自旋粒子算符，

[ ]lS  與 [ ]rS  可由 [ ]lS  、 [ ]rS  各自取共軛得到， [ ]lH 、 [ ]rH 各代表左、右

邊方塊的 Hamiltonian。接著再加入兩個晶格點就可以回到(3.45)式建

構出新系統的 Hamiltonian，循著一樣的做法直到我們所需要的系統

大小為止。 
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圖 3-5 DMRG 無限算法示意圖 

因為左右邊方塊大小是一樣的，當方塊大小原本為 l ，做完

Hamiltonian 後就是 1l  ，整個 superblock 大小為 2 2l  。此算法可以計

算熱力學極限下的物理量結果，但由於只留下m個態，在計算有限系

統的物理量時，就會精度不夠。另外密度矩陣代表的是機率，所以將

本徵值加起來其總和應該為 1。因我們做了截斷這個動作，將定義截

斷誤差（truncation error） 

1
1

m

error i
i

T w


   (3.58) 

一般來說， errorT 越小，我們求得的物理量誤差也越小。以各向同性
1
2

S 

海森堡模型， 32L  為例子，如表 3.2。 
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m E0/L Terror 

10 -0.437386476 68.66 10  

20 -0.437415767 71.45 10  

30 -0.437416071 81.79 10  

40 -0.437416111 105.61 10  

表 3.2 無限算法得到的能量與截斷誤差 

DMRG 大多使用開放性邊界條件，如果使用 PBC，要達到一樣

的精準度就不如 OBC 只需要保留m個態，而需要保留更多的態，如

圖 3-6[37]。 
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圖 3-6 不同邊界條件下的精準度與態保留數目關係圖[37] 

3-3-1 DMRG 的有限算法 

接下來介紹的是 DMRG 的有限算法（finite system procedure，又

稱 sweep procedure），整體流程與無限算法差不多，只是在此每個方

塊大小的算符都要儲存，所以在做 warm-up 時可以先將所有尺寸的算

符都儲存下來，方便這邊的計算。 
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圖 3-7 DMRG 有限算法示意圖 

首先假設系統大小為 L ，在開始 sweep 之前長相應該如圖 3-4，

此時左、右邊方塊大小為 1
2
L
 。接著開始 sweep，方向往右，左邊方

塊變大為
2
L
，右邊方塊變小為 2

2
L
 ，保持兩方塊中間有兩個自旋粒子，

一直到右邊只剩下一顆自旋粒子時，左邊方塊大小為 3L  ，這時才往

回 sweep。向左 sweep 至左邊剩下一顆自旋粒子後再往右，直到回到

圖 3-4，如此完整來回一次，稱為一次 sweep。 

Sweep 過程中的左方塊與右方塊的 Hamiltonian 直積表達式為 

1[ ( 1)] [ ( )] [ ] [ ( )] [ ] ([ ( )] [ ] [ ( )] [ ])
2

z z
B l l l lH i H i I S i S S i S S i S   
              (3.59) 

[ ( 1)] [ ] [ ( 2)] [ ] [ ( 2)]
1 ([ ] [ ( 2)] [ ] [ ( 2)])
2

z z
B r r

r r

H L i I H L i S S L i

S S L i S S L i

  

   
 

         

       
 (3.60) 

當 1i  時， [ (1)] 0H  ，而 [ (1)]S  、[ (1)]S  、[ (1)]zS 為 Pauli 矩陣。當向右
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（左）sweep 時我們儲存左（右）邊的算符資訊，建構 superblock 

Hamiltonian、算符的做法以及算符的線性轉換跟 warm-up 一模一樣。

在做 sweep 時，我們的m可以再度做調整，如此一來我們算符長相會

不斷的更新，所求的物理量資訊也會越準確。 

有限算法沒有一定標準判斷是否收斂，一般能量最低時，是左右

兩邊方塊大小相同的時候，本論文中使用的方法是用本次循環與上一

次循環的能量差值小於一定精確度後便停止，尚有其他方式存在[11]。

一般 sweep 的次數夠多，系統就會收斂到某個能量值上，或是達到我

們要的精確度。 
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第四章 研究結果 

4-1 精確對角化結果 

4-1-1 基態能量 

將 ED 取 PBC 與 OBC 時，計算
1
2

S   各向同性反鐵磁海森堡模

型的基態能量，在此我們有加入 Total Sz為零的對稱性，將基態能量

對系統總數的倒數平方做圖結果，來看是否接近 Bethe ansatz 解。 

 
圖 4-1 PBC 與 OBC 下自旋 1/2 E0/L v.s. 1/L2 
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圖 4-1 為 L=6 到 28 的狀況，PBC 時，當自旋數目趨近於無窮大時，

每 個 自 旋 的 基 態 能 量 為 -0.44278 ， 與 Bethe ansatz 結 果

1ln 2 0.44314
4

    接近。而 OBC 下，因邊界條件的影響，圖形無法如

PBC 呈現直線，我們用 order 2 polynomial 來 fitting，熱力學極限值為

-0.43773。在後面DMRG結果可以將系統數目增大，自旋數目夠多時，

邊界的效應能夠減小。 
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自旋為 1 的系統，因維度過大，又只有 Total Sz為零的對稱性，

最大的 size 只能做 L=18。根據參考文獻 [12]，每個晶格能量為

0 1.401484e   ，我們 fit 較大的 size 來看熱力學極限值。結果如圖 4-2。 

 
圖 4-2 PBC 與 OBC 下自旋 1 E0/L v.s. 1/L2 

圖中顯示 PBC 時接近直線，L 為無限大時每個自旋能量為-1.3989，

接近文獻值。OBC 依然無法如 PBC 是直線逼向理論值，使用 order 2 

polynomial fitting 得到的熱力學極限值為-1.36648。 
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4-1-2 自旋關聯函數 

自旋關聯函數（spin correlation function）為計算第 i個自旋與第 j

個自旋在基態下的關聯函數，定義為 

0 0( , ) | |z z
i jC i j S S     (4.1) 

我們定義 |1 |r j  ，根據 Haldane 所提出自旋關聯函數可以分為以下

兩種狀況 

1. 有自旋能隙的系統 

在擁有自旋能隙的系統中，自旋關聯函數 /( ) rC r e  ，其中我們

稱為自旋關聯長度（spin correlation length）。 

2. 無自旋能隙的系統 

無自旋能隙的系統中，自旋關聯函數呈現冪次函數遞減(power 

low)， ( )C r r  。 

我們計算在 PBC 下，
1
2

S   各向同性的反鐵磁海森堡模型，我們

計算第二顆自旋到第 1
2
L
 顆自旋與第一顆自旋的關聯函數。圖 4-3 中，

我們分別計算 L=8, 12, 16, 20, 24 的自旋關聯函數。 
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圖 4-3 PBC 下自旋 1/2 的自旋關聯函數 
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將圖 4-3 取對數後，發現確實呈現冪次遞減。如圖 4-4。 

 
圖 4-4 PBC 下自旋 1/2 的 Log |C(r)| v.s. Log r 
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另外我們將 PBC 改為 OBC，計算邊界條件不同，但其餘條件相

同時的結果，如圖 4-5。 

 
圖 4-5 OBC 下自旋 1/2 的自旋關聯函數 
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而將圖 4-5 取對數後的結果如下 

 
圖 4-6 OBC 下自旋 1/2 的 Log |C(r)| v.s. Log r 

將不同自旋數目的結果取熱力學極限後，求出 1.0805  ，與文獻

1  接近。 
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4-2 DMRG 結果 

DMRG 能計算出比 ED 更大的尺寸，在本論文中，我們並沒有加

入任何對稱性，故系統的維度是原始的 (2 1)LS  ，並且只討論開放性

邊界條件（OBC）。 

4-2-1 基態能量 

計算
1
2

S  各向同性反鐵磁海森堡模型，L=32 到 128，sweep 保留

50 個態的結果，其中 L=28 為 ED 給出的值。如圖 4-7 。

 
圖 4-7 用 DMRG 計算出的 E0/L v.s. 1/L2 
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自旋數目的增加，從少格點到多格點雖然還是受到邊界影響，但我們

可看到截距已經接近 Bethe ansatz 結果。我們將自旋數目 88 到 128

的狀況單獨拿出來做圖看結果，如圖 4-8。 

 
圖 4-8 L=88 到 128 E0/L v.s. 1/L2 

由圖可見，保留的 m 值影響著能量準確度，在自旋數目夠多時，邊

界影響小了很多，更接近理論值。 

  



42 

4-2-2 Entanglement spectrum 

此處我們計算 entanglement spectrum的模型為單離子單軸異向性

1S   XXZ 反鐵磁海森堡模型，Hamiltonian 為 

2
1 1 1[ ] ( )x x y y z z z

i i i i z i i i
i j

H J S S S S J S S D S         (4.1) 

在此我們調整 / 1.5D J  ，如此一來 EH-OH 相變和 OH-AFM 相變皆會

存在，並只取RDM中最大的六個本徵值w來看 entanglement spectrum。

entanglement spectrum 為[5] 

2 ln w      (4.2) 

圖 4-9 中，系統邊緣我們利用 AKLT 模型敘述，將邊界固定為
1
2

S  以

便收斂。系統 L=128，在 OBC 的狀況下可以根據文獻[5]提供的 EH-OH

相變點為 / 1.6938zJ J  ，另外根據圖 2-1， / 2.1 ~ 2.2zJ J  之間為

OH-AFM 相變點。論文表示在 OBC 時，OH 相的最低 entanglement 

spectrum 會有兩重簡併，可看出我們的圖在 OH 相範圍內確實是兩重

簡併，而在 AFM 相與 EH 相中卻沒有，原因為 AFM 與 EH 相並非

SPT 相。至於 EH 相中與論文相比，靠近相變點的地方沒有簡併，雖

然那邊不是我們所要的物理，但我們無法相符原因可能為保留的m不

夠多。 
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圖 4-9 L=128 D=1.5 entanglement spectrum，圖中直線為 D=1.5 時的相

變點，左邊直線為 EH-OH 相變點，右邊直線為 OH-AFM 相變點[5]。 

如此一來，我們利用 OH 相在最低 entanglement spectrum 簡併特

性，以及論文提供的相變點，來計算不同晶格大小時的 entanglement 

spectrum 來得到相圖，並觀察能否只以 entanglement spectrum 就能決

定相變點位置。 
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圖 4-10 L=96 D=1.5 entanglement spectrum，圖中直線意義同圖 4-9[5]。 

 
圖 4-11 L=64 D=1.5 entanglement spectrum，圖中直線意義同圖 4-9[5]。 
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圖 4-12 L=32 D=1.5 entanglement spectrum，圖中直線意義同圖 4-9[5]。 

由圖可見，從 L=128 到 L=96 時，OH 相範圍變大了，超過論文

提供的相變點後約 0.2 個 /zJ J 才開始出現 EH 與 AFM 相的行為，size

越小則 EH 相與 AFM 相在設定範圍內都消失，根據圖 2-1，整體相變

點會隨著 D變小而在橫軸上往左移，於是我們嘗試做我們做 1D  時

L=128、96、64 以及 32 的結果，如下列附圖。 
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圖 4-13 L=128 D=1 entanglement spectrum 圖中直線為 D=1 時的相變

點，左邊直線為 EH-OH 相變點，右邊直線為 OH-AFM 相變點[5]。 

 
圖 4-14 L=96 D=1 entanglement spectrum，圖中直線意義同圖 4-13[5]。 
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圖 4-15 L=64 D=1 entanglement spectrum，圖中直線意義同圖 4-13[5]。 

 
圖 4-16 L=32 D=1 entanglement spectrum，圖中直線意義同圖 4-13[5]。 
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1D  的結果 EH-OH 相變點為 / 1 ~ 1.1zJ J  之間，OH-AFM 相變點約為

/ 1.8zJ J  ，在 L=128 時有明顯左移，符合文獻，但在 size 變小以後

EH 相在設定範圍內消失了，且以 L=32 來看，在 2.5zJ  的地方出現

AFM 相，但實際相變點是在更早的位置，比較 1.5D  ，L=32 的情況，

整個 entanglement spectrum 像是 OH 相，但相變點早已出現。 

根據我們的結果顯示在 OBC 下，L=128 時較能正常顯示相變位

置，此外計算 entanglement spectrum 時最大的 truncation error 為 510 ，

故我們 truncation error 也不夠精準，結果顯示小 size 系統的相變點並

不能單純利用 OH 相的拓樸性質來決定，最好回歸原始使用 central 

charge 或是 gap 為零的方法來決定相變點。 
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第五章 結論 

本文利用一維反鐵磁海森堡模型為例，分別使用 ED 與 DMRG

探討其模型特性，並探討為何有些結果與文獻結果有些許差異。在本

章節將對前面結果做結論並且提出未來可研究與改進的方向。 

ED 部分，在
1
2

S  各向同性反鐵磁海森堡模型使用 PBC 條件下

可以得到Bethe ansatz結果，每個晶格點能量為 0
1ln 2 0.43314
4

E      ，

但在 OBC 條件下，由於晶格數目小，邊界效應造成基態能量的偏差。

並且針對 Haldane 提出的自旋關聯函數特性也得到證實，在
1
2

S  時，

系統的自旋關聯函數呈現冪次衰減，其臨界指數 1.0805  接近理論值

1  。 

DMRG 部分，OBC 時，小系統可以完全達到跟 ED 一樣的結果，

而後利用截斷的方式將系統尺寸往上推，使得邊界效應較不明顯，利

用 warm-up 與 sweep 將精準度達到滿意的結果。另外，我們計算了一

維單離子單軸異向性 1S  XXZ 海森堡模型的 entanglement spectrum，

為的是利用 Haldane 相在最低的 entanglement spectrum 會有兩重簡併

的拓樸性質，嘗試只利用 entanglement spectrum 決定相變點。在 OBC

下，除了 L=128 能良好表現出相變點位置外，size 越小，整個

entanglement spectrum 越不能顯示原本相變點，故 entanglement 
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spectrum 與晶格尺寸和我們計算時保留的 m 值可能有關係。  

在 DMRG 方面，由於沒有加入任何對稱性，保留的m不如文獻

般多，未來可以加入 total Sz為零，以及其他的對稱性[38,39,40]，來增加

m值，並且也能計算自旋能隙問題[5]。程序的優化還能加入 DMRG

創始人 S. R. White 所提出的 Wave function transformation 方法來加快

程式的運算[41]。此模型還有很多在文獻中可測量的物理量，如自旋能

隙、neutral gap 等，由於前述的對稱性問題尚無辦法做，未來學習完

成可以根據文獻做出更多物理資訊。 
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