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考慮維修產能限制下之群組機器維修排程問題之研究

學生：楊美翎 指導教授：姚銘忠教授

黃嘉彥教授

東海大學工業工程與經營資訊研究所

摘要

本研究探討求解維修產能限制下之群組機器維修排程問題，首先針對本問題推導其

數學模式，再進行完整的理論分析並運用理論分析的結果為基礎，提出ㄧ套有效的搜尋

演算法求取候選解答(candidate)，同時運用一個啟發式解法判定候選解答是否可以產生

一組可行的維修排程，最後利用簡單範例說明本研究提出的搜尋演算法之求解過程，及

利用隨機實驗說明本研究之求解方法比 Goyal 和 Kusy(1985)與 Yao(2005)提出的解法，

可以得到品質較佳的解答。

關鍵字：維修、排程、產能限制、搜尋演算法
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The Maintenance Scheduling Problem for Family of
Machines with Capacity Constraints Maintenance System
Student: Mei-Ling Yang Advisor: Prof. Ming-Jong Yao

Prof. Jia-Yen Huang

Department of Industrial Engineering and Enterprise Information

Tunghai University

ABSTRACT
In this study, we are interested in solving the maintenance scheduling problem for a

family of machines with maintenance capacity constraints. In order to propose our solution
approach, we first derived a mathematical model for the concerned problem. Then, we
conduct full analysis on the mathematical model. By utilizing our theoretical results, we
propose a search algorithm to obtain candidate solutions. Also, we employ an efficient
heuristic that tries to generate a feasible maintenance schedule for each one of those
candidate solutions. Finally, among those with feasible maintenance schedules, we pick the
‘best’ solution with the minimum average total costs. We demonstrate that the proposed
solution approach out-performs a previously published one using our numerical experiments.

Keywords: Maintenance, scheduling, capacity constraints, search algorithm, heuristic
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第一章 緒論

1.1 研究背景與動機

本研究的主題為考慮維修產能限制下之群組機器的維修排程問題。對

工廠內管理機器設備維修的經理人而言，其關心的是如何在多台機器的維

修系統下，將某些機器合併維修，藉由分擔整備成本以降低平均總成本。

因此，決策者必須決定每台機器的最佳維修週期，使其在滿足維修產能條

件限制下，使得平均總成本達到最小。

在Luss和Kander(1974)、Luss(1976)與Christer和Doherty(1977)等文獻中

提到決定群組機器經濟性維修頻率問題在科學管理、作業研究及工業工程

皆已被廣泛的研究與探討。Luss和Kander(1974)與Christer和Doherty(1977)

考慮的是相同群組機器的聯合維修政策。Sule和Harmon(1979)考慮的是不同

機器的維修，有可能是進行聯合維修或是進行個別維修。Cho和Parlar(1991)

與Dekker, et al.(1997)針對週期性維修排程問題指出在各種不同的決策情境

下，多機器維修問題有多種不同的數學模式；上述所提到的文獻，其數學

模式中的操作成本函數大多採用線性函數。Goyal和Kusy(1985)提出每台機

器的操作成本函數為一非線性函數。Yao（2005）延伸Goyal和Kusy(1985)

的問題，其中包含針對啟發式方法的理論性質提出完整的理論分析與提出

一套有效率的搜尋演算法求解Goyal和Kusy(1985)的問題。

探討有關群組機器維修問題的文獻很多，但是考慮有維修產能限制問

題的論文卻不多。在考慮維修產能限制的機器排程問題之相關研究中，僅

有 Amotz, et al.(2002)在其文章中有提到此類有關於維修產能限制的決策情

境，允許最多有M 台機器可以被安排在任何的時段以進行維修。有鑑於此

類問題的重要性，本研究將針對考慮有維修產能限制條件下，最佳群組機

器維修排程問題進行深入探討。

1.2 研究目的

本研究假設某工廠共有n 台機器，為了避免機器在運作過程中發生損

壞的情形，所以機器必須定期的接受維修。機器設備的管理者必須妥善規

劃各部機器的維修排程，以使得平均總成本能夠降到最低，而且同時能兼

顧到維修產能的限制。
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由於在工廠內某些機器維修過程中，需要特殊專業維修人員，因此，

管理機器設備的經理人必須聘請外界專業維修人員到工廠內進行維修，故

會產生一項固定成本，此固定成本包含聘請專業人員的費用與當進行維修

工作時，因為機器無法繼續運作，導致機器停擺將付出的閒置成本。此項

固定成本和機器數目無關，並且只有在進行維修工作才會產生。

當針對機器i開始進行維修工作時，除了會產生一項維修整備成本 im ，

還會產生操作成本 iz ，也就是機器 i 操作一段t 時間後，且在此段時間內沒

有進行維修工作所產生的成本。此操作成本包含操作機器i 的固定成本和變

動成本。我們可合理地假設從上一次的維修工作結束後，機器i 的操作成本

是隨時間增加而增加。本研究假設操作成本函數為 e
iii tvftO )( ，是一非

線性函數。

若在維修系統中，沒有考量維修產能的限制，僅追求最低的平均總成

本，在實務上可能造成機器設備的管理者作出錯誤的決策，產生不可行的

維修排程。為了填補在文獻上無考量維修產能限制的缺陷，本研究加入維

修產能限制條件，使數學模式建構所求得之最佳解更能貼近實務操作的情

境。

因此，本研究的目的是找出一個合理可行的維修排程，包括決定每台

機器i 的最佳維修乘數 ik 與最佳維修基本週期T ，以使得所有機器的平均總

成本降到最低。

1.3 研究方法

本研究在求解的過程中，除了必須搜尋 )},({ Tk i 以達到最低的平均總成

本之外，並且要求在以 )},({ Tk i 為基準的維修排程必須滿足維修產能限制是

可行。因此，本研究分成二階段，在第一階段探討最佳成本曲線的理論性

質，並依此設計演算法以搜尋區域解作為最佳解之候選(candidate)；第二階

段再將第一階段所產生的候選解，運用一個啟發式解法(heuristic)的演算程

序產生一個可行的維修排程，以求得考慮維修產能限制下之群組機器維修

排程問題的最佳解。

1.4 論文架構

本研究論文的內容共分為八章，研究架構如圖1.1所示，分別簡述如

下︰第一章簡介本論文之研究背景、目的及研究方法；第二章整理及探討
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與本研究相關的文獻；第三章介紹考慮維修產能限制下之群組機器維修排

程問題之數學模式，求解最佳的維修乘數與維修基本週期，使得平均總成

本最小並且在第四章本研究為最佳成本曲線進行理論性質分析，了解區域

解在最佳成本曲線上分佈之位置與特性。第五章運用第四章所得之理論性

質提出一套搜尋演算法，以求得最佳成本曲線上的區域解。第六章介紹一

個啟發式解法，來判斷某一區域解是否可以產生可行的維修排程。第七章

運用範例說明本問題的求解過程，並以隨機實驗展現本論文所提出的研究

方法可以有效率地求得品質優良的解，並可以產生一個可行的維修排程。

第八章歸納本研究的結論、建議事項及未來研究方向。

圖 1.1 論文架構流程
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第二章 文獻探討

本章節主要針對「維修排程問題」進行文獻探討。第2.1節整理週期性

維修排程問題(Periodic Maintenance Scheduling Problem)。因為本研究之數

學模式是建構在Goyal和Kusy(1985)與Yao(2005)的模式之上，因此分別在第

2.2節與第2.3節介紹Goyal和Kusy(1985)與Yao(2005)提出的數學模式與啟發

式演算法。第2.4節小結。

2.1 週期性維修排程問題

首先在本小節整理和群組機器維修排程 (Maintenance Scheduling

Problem for Family of Machines, MSPFM)相關的週期性維修排程問題

(Periodic Maintenance Scheduling Problem)的文獻。

Cho 和 Parlar(1991)整理有關多單位系統的最佳化維修和更換模式，並

將此類問題區分成五種模式。Dekker, et al(1997)探討具有經濟相依的多組

成維修模式，並分成穩定模式：假設維修系統為長期穩定狀況與動態模式︰

可以把短期的資訊當作是可用的資訊。Hassin 和 Megiddo(1991)分析具有

時間區間限制的存貨排程模式，目標函數是使單位時間平均總成本最小，

其中和大多數存貨理論不同的是文章中假設沒有任何條件限制。Holte, et

al.(1992)運用二種方法決定最小循環排程長度並且快速產生一個線上計劃

表。Glass(1992,1994)考慮經濟批量排程問題，也就是如何決定多產品在單

一機台上的生產排程，以使得持有成本和整備成本達到最小。Goyal 和

Gunasekaran(1992)運用疊代的方法找出問題的最佳解，缺點是他們提出的

搜尋方法通常在第一次疊代中假如沒有獲得最佳解則會停止，也就是會被

困在局部最佳解而無法找到全域最佳解。上述提到的文獻與 Chan 和

Chin(1992,1993), Su 和 Tassiulas(1997)其數學模式中的操作成本函數為線

性函數。Amotz, et al.(2002)針對有維修限制之排程問題提出一套廣泛作決

策的情境，並允許在每個時段裡，最多可以有M 台機器被安排維修，自上

一次維修之後，任何時段的操作成本和時段數相關，假設第h時段，機器i

的操作成本為 iabh )(  ，其中 0h , 0b 且為整數， ia 為實數，並且和維修

服務相關的成本為 0ic ，目標函數為找出最佳維修排程，使得長期平均成

本最小，同時提出維修排程問題為 NP-hardness 問題，並且提供有效率的演

算法求解近似最佳解。Anily, Glass 和 Hassin(1998)在 Amotz, et al.(2002)之
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前，提出的一個特例，其中 1M , 0ic , ni ...1 。Anily, Glass 和 Hassin(1999)

提出啟發式方法求解，並得到最糟的成果比例為 1.033。Krämer and Bai(1996)

說明當機器接受維修時，則生產系統停工，所以需求將不被滿足，因此研

究目標是決定如何生產以降低缺貨並藉由最佳控制模式系統化生產維修管

理問題，且使用 Pontryagin 最小化原則求解。

2.2 Goyal 和 Kusy的啟發式方法

Goyal 和 Kusy(1985)假設機器的操作成本函數是非線性函數

( e
iii tvftO )( )，所以無法使用先前其他研究者提及的求解方法求解。因

此，他們提出一套疊代演算法，試圖找出 MSPFM 模式的基本週期和維修

乘數。

以下將介紹 Goyal 和 Kusy(1985)提出的啟發式方法。茲先將 MSPFM

模式所運用之符號定義及說明如下︰

n =機器數目。

M =在開始維修之前整個群組機器的整備成本。

iT =第 i台機器的維修週期。

T =基本週期。

),( ii kTZ =第 i台機器在維修週期 Tk i 內的平均總成本。

),,,( 2,1 nkkkTZ  =整個群組機器在維修週期內的平均總成本。

im =第 i 台機器的整備成本。

if =操作機器 i的固定成本。

iv =操作機器 i的變動成本。

e =操作機器的變動成本中對時間的冪次數。

)(tOi =在操作機器 i一段 t時間後的操作成本。

MSPFM 模式所運用之假設如下︰

1. 從上一次的維修工作結束後，每台機器的操作成本是隨時間增加而增

加。

2. 操作機器i 一段t 時間後，且此段時間內沒有進行維修的操作成本為
e

iii tvftO )( 。
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3. 維修之前的整備時間和維修機器的工作時間皆假設為零。

4. 每台機器是進行週期性維修，而非等到機器損壞後才進行維修，因此第

i 台機器的維修週期為 TkT ii  , ik  , ni ,,1  。

5. 在維修排程中不考慮突發狀況(非計畫性)下的機器損壞。

6. 在維修工作開始之前會產生一項和機器數目無關的整備成本。

MSPFM 模式中考慮的成本項，包含以下三項︰

1. 平均維修主要整備成本(Average cost of maintenance setups)=
T
M

。

2. 平均維修次要整備成本(Average cost of carrying out maintenance)

=


n

i i

i

Tk
m

1

。

3. 平均操作成本(Average operating cost for the machines)

= e

i

n

i
i

en

i
i kv

e
T

f 
 


11 1

。

因此，平均總成本為





n

i
ii

n

i
in kTZf

T
MkkkTZ

11
2,1 ),(),,,(  (2.1)

 
  


n

i

n

i

e

ii

e

i

i
n

i
ii kv

e
T

Tk
m

kTZ
1 11 1

),(其中 。

MSPFM 模式中，目標函數是決定機器 i 的維修週期 Tk i ，也就是要找

出維修基本週期T 及維修乘數 ik 值，以使得單位時間平均總成本最小。因

此，令平均總成本(式 2.1)的一階導數等於零，找其最佳值。計算結果可得

到下列二式︰

1
1

1

1 )])(
1

[()( 








 e

n

i

e

ii

n

i i

i

i

kv

k
m

M

e
e

kT (2.2)

Tev
me

Tk e

i

i
i

1
]

)1(
[)( 1

1


 (2.3)

給定T 值，則平均總成本(式 2.1)的前二項( 



n

i
if

T
M

1

)為一常數，所以
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要使平均總成本最小，則


n

i
ii kTZ

1

),( 要最小，因此要符合下列二式︰

)1)(,())(,(  TkTZTkTZ iiii (2.4)

)1)(,())(,(  TkTZTkTZ iiii (2.5)

式 (2.4) 與 (2.5) 經 過 整 理 後 可 得 到 式 (2.6) 與 (2.7) ， 如 下 所 示 ︰

})]([]1)(]{[1)()[(1

e
i

e
iiie

i TkTkTkTk
T
X

 (2.6)

}]1)([)](]{[1)()[(1

e
i

e
iiie

i TkTkTkTk
T
X

 (2.7)

其中
i

i
i v

em
X

)1( 
 。

Goyal 和 Kusy(1985)的啟發式方法之流程圖參見圖 2.1 所示，求解步驟

如下所示︰

Step1︰根據 iX 的遞增順序去安排機器，其中
i

i
i v

em
X

)1( 
 。

Step2︰在第一次疊代中，假設 1)0(  ii kk ，並代入式(2.2)，求得 )1(TT  的

估計值。

Step3︰利用式(2.6)與(2.7)找出 )1(

ik 值。

Step4︰將 )1(

ik 代入式(2.2)，求得 )2(TT  。如此重複 Step2 和 Step3，直到
)1()(  r

i

r

i kk 才停止，同時找到最佳解 )(* rTT  和

),,(),,( )()(
1

** r
n

r
ni kkkk   。

Goyal 和 Kusy(1985)提出的啟發式方法，無法保證所得到的解為最佳

解，因為在數據實驗中，疊代方法會限制一些局部最佳解的搜尋。

2.3 Yao的啟發式方法

Yao(2005)針對 Goyal 和 Kusy(1985)的問題進行完整的理論分析，並根

據理論分析的結果提出一套新的求解方法。由最佳成本函數的曲線圖可

知，其曲線型式如同許多凹型曲線連續組合而成，因此最佳成本函數為一

個對T 具有片段凸性的函數。另外，在片段凸性函數中，兩個連續曲線的

交點稱作接合點，同時接合點提供了在某個時間位置上，所應該要選擇的

維修乘數之資訊。由於這些性質皆與週期T 有關，因此搜尋最佳解時，決
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定在訂定的搜尋上下界內進行搜尋，且保證在此範圍之外不可能有最佳解

存在。Yao(2005)採用共同週期法(Common Cycle approach, CC)當作是搜尋

過程中的上界 maxT ，並且藉由最佳基本週期和最佳目標函數兩者之間的關係

推出演算法的下界 minT 。

由數據實驗觀察到在區間 ],[ min ATT 與 ],[ maxTTB ，目標函數是單調遞減，

其中 maxmin TTTT BA  ，假如能改善搜尋範圍使其縮短為 ],[ BA TT ，相對的

就可以減少不必要的搜尋時間，進而達到加快搜尋的速度。

Yao(2005)提出之搜尋演算法架構，如下︰假設 cT 是目前搜尋過程中的

基本週期值，接下來找離 cT 最近的接合點位置且定義為 )(  k ，其中

})({maxarg ciii
Tk   為下一個要改變維修乘數的機器下標，透過

}1{}){\)(())((  
 kkTk ckk ，得到新的最佳維修乘數，同時計算此

時的局部最小值 )))(((  kT k


和目標函數值 )))((()),(((   kTk  kk


，並

與手邊現有的目標函數值進行比較，若新的目標函數值較小，則手邊現有

的基本週期、維修乘數和目標函數則被取代；反之，手邊現有的基本週期、

維修乘數和目標函數值為最佳值。接著重覆相同的步驟，直到 minTTc  則停

止搜尋動作，並找到最佳基本週期、最佳維修乘數和最佳目標函數。演算

細部流程圖如圖 2.2 所示。

2.4 小結

綜合以上文獻，可知有關考慮維修產能限制下之群組機器維修排程問

題的研究很少。其中在 Goyal 和 Kusy(1985)與 Yao(2005)的決策情境下，假

設維修整備時間和維修時間皆為零，對於實務操作上，該模式下所得的最

佳解，可能無法產生可行的維修排程，因而誤導管理機器設備之經理人的

維修決策。有鑑於此，本研究將在第三章數學模式建構中考慮維修產能限

制，使求解品質更能符合實務操作。
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)(Tki
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X
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圖 2.1 Goyal 和 Kusy之流程圖
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計算上界值和下界值
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令

輸出最佳值 結束

ccTT max minT

UTTT   ,),( minminkK

maxTTc 
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})({maxarg ciii
Tk  
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圖 2.2 Yao 之流程圖
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第三章 考慮維修產能限制下之群組機器維修排程問題之

數學模式

本章將介紹考慮維修產能限制下之群組機器維修排程問題(MSPFM)之

數學模式。本問題運用到的假設與符號說明將在第 3.1 節介紹，第 3.2 節說

明目標函數、決策變數與數學模式。

3.1 假設與符號說明

考慮維修產能限制下之 MSPFM 模式所運用之假設如下︰

1. 從上一次的維修工作結束後，每台機器的操作成本是隨間隔時間增加而

增加；操作成本與間隔時間呈非線性遞增的關係。

2. 操作機器 i一段 t 時間後，且此段時間內沒有進行維修工作的操作成本

函數為 e
iii tvftO )( 。

3. 維修系統中考慮維修產能上的限制，例如︰只有一台維修設備或是僅有

一位專業維修人員。

4. 同一時間點，只能維修一台機器，也就是說必須等待上一台機器的維修

工作完成後才能繼續下一台機器的維修工作。

5. 每台機器是進行週期性維修，而非等到機器損壞後才進行維修，因此第

i 台機器的維修週期為 TkT ii  , ik  , ni ,,1 。

6. 在維修排程中不考慮突發狀況 (非計畫性) 下的機器損壞。

7. 在維修工作開始之前會產生一個和機器數目無關的主要整備成本。

8. 機器i 整個維修工作花費 iiiX  單位時間，其中 i為機器i 維修之前

的整備時間， i為機器i 的維修時間。

考慮有維修產能限制下之 MSPFM 模式中，所運用的符號定義如下︰

n =機器數目。

M =主要整備成本，表示開始維修之前整個群組機器的整備成本。

i ＝機器指標， ni ,,2,1  。

iT =第 i台機器的維修週期。

T =基本週期，例如：一天、一週或一個月。

),,,( 2,1 nkkkTZ  =整個群組機器在維修週期內的平均總成本。
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im =第 i台機器的次要整備成本。

)(tOi =在操作機器 i一段 t 時間後的操作成本。

if =操作機器 i的固定成本。

iv =操作機器 i 的變動成本。

e 操作機器的變動成本中對時間的冪次數。

3.2 數學模式

假設 n台機器的主要整備成本、次要整備成本與操作成本皆為已知參

數，目標函數要求解一組 )},({ Tk i 參數，能同時降低平均總成本

),,,( 2,1 nkkkTZ  且滿足維修產能限制。MSPFM 模式的目標函數可以表示為

式（3.1），維修產能限制如式（3.2~3.7）所示，機器 i 的維修週期可表示

成基本週期的整數倍，如式（3.3）所示，本模式為非線性整數規劃模式。

Minimize 



n

i i

ii
n Tk

zm
T
MTkkkZ

1
21

)(),,...,,( (3.1)

Subject to Tw
n

i
tiiii 

1
),()(  , Kt ,...,2,1 (3.2)

TkT ii  , ik  , ni ,,1  (3.3)





ik

t
itw

1

1 , ni ,...,2,1 (3.4)












其他

有進行維修期基在第機器

,0
t,1

it

it

w
iw

(3.5)

),...,,( 21 nkkklcmK  (3.6)









Nktk

Nktkt
ti

ii

ii





,if,

,if,mod
),( (3.7)

首先討論目標函數的推導︰ ),,...,,( 21 TkkkZ n 表示平均總成本，
T
M

表示

單位時間主要整備成本， im 與 iz 分別表示機器 i 的次要整備成本與操作成

本。其中機器 i 的操作時間為維修週期減去整個維修工作花費的時間

( ii XTk  )。操作成本 iz 的推導過程如下所示︰
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其中 iiiX  表示整個維修工作花費的時間為整備時間與維修時間之總

和。機器 i 單位時間次要整備成本與操作成本之和以
Tk

zmTk
i

ii
ii

 ),( 表

示，將式(3.1)進行整理如下︰
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 其中 (3.9)

有關維修產能限制式之說明如下︰式(3.2)表示在每一基期有進行維修

工作的機器之整個維修工作花費時間的加總必須符合維修產能限制。式(3.4)

表示機器i 每 ik 個基期只會發生一次維修工作，若有發生維修工作則 itw 值為

1，沒有發生維修工作則 itw 值為0，如式(3.5)所示。全部維修排程之總基期

數( K )為n台機器之維修乘數的最小公倍數，如式(3.6)所示。式(3.7)表示當

第一次維修工作排定後，其餘基期如何依照維修乘數進行維修工作的安排。

在考慮有維修產能限制下之MSPFM問題，其模式的決策變數欲求得能

使平均總成本最小的維修乘數與基本週期 )},({ Tk i ，並且滿足維修產能限

制。
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在此以一個簡單的例子說明如何安排4台機器的維修排程。假設基本週

期為T ，維修乘數為 1 2 3 4{ , , , } {2,2,4,4}k k k k  ，整備時間與維修時間之和為

ii  ， 4,...,1i 。維修排程結果參見圖3.1所示。

MSPFM 模式的一個特殊情況，也就是當操作成本函數之操作機器的變

動成本中對時間的冪次數 1e 時，MSPFM 模式即變成是聯合補貨問題

(Joint Replenishment Problem , JRP)模式。JRP 探討在單一補貨系統下多項產

品的批量補貨法則，其主要的目的是在滿足顧客需求的前提下，減少換模/

換線所需要的整備時間及成本，使平均總成本最小。Arkin 等（1989）證明

JRP 模式為非多項式求解的問題，大部分學者都以啟發式演算法求解。Shu

（1971）、Nocturne（1973）、Goyal（1973）將所有產品分成兩組求解。

Shu（1971）和 Nocturne（1973）使用繪圖式的啟發式演算法。van Eijs（1993）

提出一套更有效率的演算法，修正 Goyal（1974）所提出的方法。Viswanathan

（1996）提出一般整數策略下 JRP 模式的最佳解結構為基本週期的片段凹

性函數，但在文章中並沒有多加證明，且無法保證其解為全面最佳解。Lee

和 Yao(2003)提出在二冪策略下，可求得全面最佳解的演算法。

綜合以上文獻，我們可以知道 JRP 模式是沒有考慮產能限制下的補貨

系統。但是在真實的環境中，不可能無限提供產能，以滿足需求。因此，

在本研究中，我們加入了有限維修產能限制這項因素，使數學模式建構所

求得之最佳解更能符合真實環境。

圖 3.1 維修排程之範例說明

τ4+π4

τ3+π3

τ2+π2τ2+π2

τ1+π1 τ1+π1

T T TT

機器 1

機器 2

機器 3

機器 4
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3.3 小結

本研究為了彌補文獻沒有考慮維修產能上的限制，所以在本章節之數

學模式的建構中，本研究加入有限維修產能這項因素，因此本研究之數學

模式與文獻不同之處在於因考量維修產能限制而產生式(3.2~3.7)這六條限

制式，除此之外，在操作成本中操作時間是由 ],0[ Tki 修訂成為 ],0[ ii XTk  ，

所以導致目標函數多了
Tk
Xf

i

ii 與 1)1(  e

i

i

Tk
X 這二項(參見式(2.1)與式(3.9))。
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第四章 理論分析

在第二章文獻探討，Goyal 與 Kusy(1985)所提出的搜尋演算法，並沒有

完整的理論根據，所以無法確保求解的品質。因此，在本章節我們主要根

據 Yao(2005)所提出的理論分析為基礎，並延伸其觀念作為本研究推導理論

分析之依據，因為本研究加入了產能限制條件，所以在數學模式的推導過

程中會多產生
Tk
Xf

i

ii 項。首先推導數學模式的理論性質並提出一套完整的

理論分析，以利設計搜尋演算法求解最佳解。由於操作成本函數太過於複

雜(式(3.8))，為了方便進行接下來的研究，我們運用近似成本操作函數方法

求得近似值，推導本章節的理論分析。第 4.1 節中介紹近似最佳總成本函

數之片段凸性，說明平均總成本曲線是由多個凹型曲線所組成。第 4.2 節

介紹近似最佳總成本函數之接合點，說明可透過相鄰的成本凹型曲線之交

點去改變維修乘數。第 4.3 節介紹近似最佳總成本曲線之結構。第 4.4 節小

結。

4.1 近似最佳總成本函數之片段凸性

當 機 器 維 修 時 間 佔 整 個 維 修 週 期 比 例 很 小 時 ， 可 以 假 設

1)1( 1  e

i

i

Tk
X

，所以操作成本函數可以表達成式(4.1)。

111 )(
1

)()1()(
1

)( 





 e

i
i

iii
e

i

ie
i

i
iiii Tk

e
v

XTkf
Tk

X
Tk

e
v

XTkfz (4.1)

並定義新函數，如下所示︰

),()(
1

),( TkfTk
e
v

Tk
XfmTk iii

e
i

i

i

iii
ii 


 (4.2)

我們以相同的時間區間T 來看，針對不同的 k 可以得到不同的平均總成

本曲線。從圖4.1我們可以清楚地知道，對應不同的k 之平均總成本曲線，

會產生不同的交點，我們把所有平均總成本曲線 ),,,( 1 TkkZ n 的最低部份

命名為 ),,,( 1 Tkk n ，即

1
0

1

( , , , ) inf{ ( , ) | , 1,..., }
n

n i i i
T

i

M
k k T k T k i n

T





       (4.3)

其曲線型式就如同許多凹型曲線連續組合而成，我們將此性質以下列
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Proposition 1 敘述之。但是為了證明Proposition 1，我們必須先探討Lemma

1，因此先令
' '( ) inf { ( , ) | }

i
i i i

k N
g T k T T T






    (4.4)

所以式(4.3)將被改寫成

})({inf)(
10 



n

i
iT

Tg
T
MT (4.5)

Lemma 1： )(Tg i 對T是一個片段凸性的函數。

[Proof]：

在 平 均 總 成 本 函 數 裡 ， 



n

i
iin Tk

T
M

TkkZ
1

1 ),(),,,(  ， 其 中

i

ee
ii

i

iii
ii f

e
Tkv

Tk
Xfm

Tk 






1

),( ， ik  ， ni ,,1 。

我們先針對函數 ),( Tkii 分別進行一階導數和二階導數，得到：

0
1
)1()(2),( 2

32

2










 e
i

e
i

i

iii

i

i k
e

Tvee
Tk

Xfm
dk

Tkd
(4.6)

表示當 0T 時，對一特定之 ik 值，函數 ),( Tk ii 為開口向上的凹型曲線

(convex curve)，有極小值在
i

i

k
x

T


 位置產生，其中

1
1

]
)(

))(1(
[  

 e

i

iii
i ev

Xfme
x (4.7)

所以 ),( Tk ii 對T而言是一個連續可微分的函數。因為 )(Tg i 是由許多不同

的 ik 之 ),( Tkii 函數所組成，也就是 ' '( ) inf { ( , ) | }
i

i i i
k N

g T k T T T





    ，所

以 )(Tg i 同樣為一個對T 具有片段凸性的函數。▓

在此我們運用Lemma 1來證明Proposition 1。

Proposition 1： })({inf)(
10




n

i
iT

Tg
T
MT 對T為一片段凸性的函數

[Proof]：

在平均總成本函數裡，我們不考慮 ),( Tk ii 的部份，同時令
T
M

T )( ，
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再針對 )(T 分別進行一階導數與二階導數，得到在 0T 時， 0
2

2


dT
d 

。因

此，我們可以知道 )(T 為一個開口向上的凹型曲線函數。

透過Lemma 1 我們可以知道 )(Tg i 具有片段凸性的特性，而凹型曲線函

數加上片段凸性函數還是為具有片段凸性的函數。因為 )(T 是 )(T 與

)(Tg i 之和，所以 )(T 同樣也是對T為一片段凸性的函數。▓

圖 4.1 平均總成本曲線

4.2 近似最佳總成本函數之接合點

在前一節中我們已經證明 )(T 是具有片段凸性的函數。而在本節中我

們將介紹在 )(T 函數曲線上的接合點(Junction Point)。首先定義接合點是

在片段凸性函數中，於特定時間T 上之兩個連續曲線的交點。另外，我們

將會證明 )(T 函數曲線上的接合點會等於 )(Tg i 函數曲線上的接合點(見

Proposition 2)。根據第4.1節可知 )(Tg i 是一具有片段凸性的函數，所以我們

將先透過 )(Tg i 函數上接合點位置的推導(即求出 ),,,( 1 Tkk n 接合點的位

置)，再來證明 )(T 函數曲線將會繼承 )(Tg i 函數曲線上所有接合點的特性。

4.2.1 接合點位置的推導

)(Tg i 函數上接合點的位置之推導可以透過鄰近的 ),( Tk ii 與

),1( Tk ii  二個函數求得。首先令兩鄰近函數 ),( Tkii 之差為 ),( Tk ii ：

),(),1(),( TkTkTk iiiiii 
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e
e

i
e

ii

ii

iii T
e

kkv
kkT

Xfm
1

))1((
)1(

)(








 (4.8)

我們注意到 ),( Tk ii 為維修週期 ik 與 1ik 的成本差，且 ),( Tkii 是隨著

時間T 增加而遞增的函數。假設有一搜尋演算法從上界往時間T 遞減的方

向開始進行搜尋，同時計算出 ),( Tkii 的值會由正值轉變成零，再由零轉變

成負值。我們令w為 ),( Tkii 之值為零的時間點， ik 為 wT  之前的最佳維

修乘數。這表示在時間T到達w之前， ik 都是最佳的維修乘數，而當時間T

小於w時，則是以 1ik 為其最佳的維修乘數。

其中值得注意的是：w是兩個鄰近的凹型曲線 ),( Tk ii 與 ),1( Tkii 

之交點，也就是接合點。而更重要的是接合點提供了在那個時間位置上，

所應該要選擇的維修乘數之資訊。透過 0),(  Tkii ，可以得到接合點位置

之公式，如下所示︰

1
1

]
))1(()1(

)1)(([)( 


 e

e
i

e
iiii

iii
ii kkvkk

eXfmk (4.9)

綜合上述， )( ii k 代表第 ik 個接合點，其中 Nki ， ni ,,1 。當時間

)( ii kT  時，我們應選擇的維修乘數為 ii kk * ，否則選擇 1*  ii kk 來促使

)(Tg i 函數的值為最小。而接合點位置在時間T上是彼此有順序的，從時間

由長至短來看，其順序依序為 )1(i , )2(i , )3(i ,...,等。其中 )( ii k 代表的是 ik

和 1ik 的交點。例如︰對應於機器i 近似成本曲線之 )1(i 代表 1ik 與 2ik

的交點。

4.2.2 接合點的理論性質探討

本節之理論性質，對於近似最佳總成本曲線結構之研究，有非常重要

的影響，其特性將在第4.3節中繼續討論，在此我們先加以證明。

Proposition 2： )(T 曲線將會繼承 )(Tgi 曲線所有接合點的特性。

[Proof]：

由於 )(T = )(T +


n

i
i Tg

1

)( 是可以分割的，所以 )(T 會繼承 )(Tg i 所有接

合點的特性。換句話說，Proposition 2說明在 )(Tg i 的片段凸性曲線上出現

之接合點 )( ii k ，也同樣會出現在 )(T 的片段凸性曲線上而成為接合點。假

設w是機器i 之接合點，但不是其他 1n 台機器的接合點，並假設存在一誤
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差值，其中 0 ，並符合下列︰

1. 假如針對每個 )(Tg i 在區間 ],[   ww 為凸函數，則曲線
ij

j Tg )( 在區

間 ],[   ww 是一凸函數，其中 ij 。

2. )(Tg i 在區間 ],[ ww  和 ],[ ww 是一凸函數。

3. )(T 在區間 ],[ ww  和 ],[ ww 是一凸函數。

所以 )(T = )(T + )(Tg i +
ij

j Tg )( 在區間 ],[ ww  和 ],[ ww 仍然是一

凸函數，因此w為 )(T 曲線上的接合點。▓

以下將再介紹接合點的另一特性，以作為搜尋演算法的基礎。

Lemma 2：假設 
Lk 和 

Rk 分別是在 )(Tg i 函數上接合點左右兩邊的最佳維修乘

數，則 1 
RL kk 。

[Proof]：

透過接合點位置之公式可以得到：

)()1()()2()1( vkk iiiiiii    (4.10)

其中v為 ik 值的上界。

我們以 )(Tki
 代表在給定時間T 值的 )(Tg i 函數中，所得到的最佳維修

乘數。由式(4.9)與 ),( Tkii 是凹型曲線的特性，可以知道當 )),1([  iT  時，

1)(  Tk i ；當 ))(),1([ iiii kkT   時， 1)( 
ii kTk ，所以我們可以清楚地

得到 1 
RL kk 。▓

延伸Lemma 2的觀念，我們可以得到Corollary 1，如下所示︰

Corollary 1︰在一給定的時間點T， )(Tg i 函數的最佳維修乘數，如下所示：










1)-(mT(m)m,
(1)T1,

)(



Tk i (4.11)

4.3 近似最佳總成本曲線之結構

在第4.2節中所提到接合點的特性給了我們以下的提示。為使符號簡單

化，我們定義維修乘數向量 ),,( 1 nkk k 。

Theorem 1：假設 )( Lk 和 )( Rk 分別是在 )(T 函數上接合點左右兩邊的最佳維

修乘數向量，則 )(Lk 可藉由 1)()(  R
i

L
i kk 從 )(Rk 中獲得。
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[Proof]：

透過之前Proposition 2與Lemma 2即可以得證。▓

我們先定義 mT 是 ),,,( 1 Tkk n 函數曲線中，對應於維修乘數 ik 的局部

最小值之時間位置。根據第4.1節和第4.2節的敘述，我們知道 ),,,( 1 Tkk n

函數最佳解的位置會落在接合點以及 ),,,( 1 Tkk n 曲線的局部最低端點

上。因此，我們首先要找出接合點的時間位置，再判斷 ),,,( 1 Tkk n 的局

部最低端點之時間位置 mT 是否位於接合點 )1( ii k 與 )( ii k 之間。若有，則

比較 ),,,( 1 mn TkkZ  與 ))(,,,( 1 iin kkkZ  之值，取成本值較小者為最佳解。

),,,( 1 Tkk n 函數的局部最小值 mT 求法如下所示︰
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kv
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XfmM

e
e

T (4.12)

4.4 小結

本章節針對數學模式的理論性質提出一套完整的理論分析，說明在求

解的過程中可以利用近似總成本曲線的接合點去改變維修乘數，進而找到

問題的最佳解。因此，接下來將在第五章介紹以此理論分析為基礎所設計

出來的搜尋演算法。
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第五章 搜尋演算法設計

在第四章，我們已經證明目標函數 ),,,( 1 Tkk n 是一條片段凸性函數

曲線，且得到一些片段凸性函數的性質，例如︰每一段凸性函數有局部最

小值、透過接合點可得到相對應的維修乘數。由於這些性質皆與時間T 有

關，因此搜尋 ),,,( 1 Tkk n 函數的最佳解時，決定沿著時間T 軸進行搜尋。

但是在搜尋的過程中，必須定義搜尋範圍的上下界 ],[ LU TT ，且保證在此範

圍之外不可能有最佳解存在。所以，在本章的第5.1節與第5.2節，我們先訂

定搜尋範圍的上下界。第5.3節則介紹本研究所提出來的搜尋演算法。

5.1 搜尋演算法的上界

為了在時間軸T 上進行搜尋，我們需要訂定搜尋時的範圍。換言之，

需要訂定上界 UT (upper bound)與下界 LT (lower bound)。且訂定上下界後，可

以確保在下界之下與上界之上，目標函數不會有滿足維修產能限制的局部

最小值產生。因此，目標函數之全域最佳值一定發生在上下界之間。後續

求取上下界的過程中，將分別予以證明此一主張。

由於本研究是以基本週期T 與維修乘數 ik 作為決策變數，以達到滿足

維修產能限制的最小維修成本之問題。因此，推導上界時，我們是運用

Yao(2005)的觀念，以不考慮維修產能限制的第一個接合點位置 )1(i 當作是

搜尋過程中的上界，在此情況下，針對每一個 ik 值皆等於1， ni ,,1  ，如

此一來，機器i 會享有相同的維修週期。

Lemma 3︰對於 ),,,( 1 Tkk n 函數，在 )1(iT  時無局部最小值存在。

[Proof]：

給定一組維修乘數向量k ，且令 ),,,( 1 Tkk n 函數一階微分為零，得

到局部最小值的位置 )(kT


。在 1ik ， ni ,,1  時， )(kT


)1(i ，所以在

)1(iT  時無局部最小值存在。其中

)(kT


1
1

1

1
)]

)(

)(
1

[( 
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e
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▓ (5.1)

由Lemma 3，雖然可以得到在 )1(i 之上， ),,,( 1 Tkk n 不會有全域極

小值發生，但是卻不能保證以 )1(i 為維修基本週期時，可以滿足維修產能
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限制條件。因此，我們將搜尋上界修訂為 }),1(max{
1




n

i
iiU XT  ，除了保證

滿足維修產能限制條件之外，還可以保證在 UT 之上不會有全域極小值發

生。有了搜尋上界，我們將於下一節，訂定演算法搜尋時的下界，作為搜

尋演算法的終點，以避免浪費過多的搜尋時間。

5.2 搜尋演算法的下界

在第5.1節中，我們已經確定演算法搜尋範圍的上界，並且也以證明，

在上界之上，目標函數不會有任何比滿足維修產能限制的局部最小值更小

的函數值出現。同理，本節訂定搜尋時的下界時，除了訂定下界的位置之

外，還需確定在下界之下，不會有比任何滿足維修產能限制的局部最小值

更小的函數值出現。因此，沿著時間軸T 進行搜尋時，可以在上下界所界

定的範圍內搜尋，以減少演算法搜尋時所需花費的時間。

接下來在第5.2.1小節與第5.2.2小節分別介紹二種搜尋演算法的下界，

即 1與 2。開始進行搜尋時，下界為 1，而當從搜尋上界沿時間軸T 往下

搜尋時，若新得到的成本比目前手上的成本還小時，此時搜尋範圍的下界

會進行調整。因此，這個時候搜尋演算法的下界將會取決於 1與 2中較大

者，也就是 },max{ 21 LT 。

5.2.1 搜尋演算法的下界 1

本小節是根據 Yao(2005)所提出的搜尋下界為基礎，進而推導出本研究

之下界 1值。在本問題中，我們希望得到在最佳基本週期( *T )和最佳維修

乘數( k )下的最佳目標函數(  )，然而當得到 *T 時就可以找出相對應的
k ，因此可藉由最佳基本週期和最佳目標函數兩者之間的關係，進而推導

出剛開始進行搜尋演算法的下界，即 1。

Lemma 4 ︰ 令 1為在 最佳基本週期值 *T 時的搜尋下界值 ， 而

U

Mee


 )/)1((
1 ，其中 U 為本問題最佳目標函數值 之上界。

[Proof]：

給定一組維修乘數向量k，其對應的局部最小值位置為 )(kT


，如下所

示︰
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(5.2)

將式(5.2)代入本問題目標函數(式(4.3))，整理後得到最佳目標函數值 ，

如下所示︰
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接著藉由下面的數學推導過程，我們得到 MeeT )/)1((   ，如下所示︰
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(5.4)

將式(5.4)移項後得到









Mee
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)/)1((

(5.5)

而 U 為本問題最佳目標函數值之上界，所以 U ，因此式(5.5)可以改

寫為

U

Mee
T




 )/)1((
(5.6)

所以當知道 U 值後，我們就可以知道搜尋範圍的下界 1。假設

}
)]/())(1[(

{min
1

1

0

i

e
iiii

i k
evXfme

T


 (5.7)

並且由 0T 得到相對應的 )( 0Tk 值，並計算 )))((),(( 00 TTTU  kk


。因此，

可得到初始搜尋下界值
U

Mee


 )/)1((
1 。▓
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5.2.2 搜尋演算法的下界 2

本小節是根據Huang(2004)所提出的搜尋下界為基礎，進而推導出本研

究之下界 2值。在透過Theorem 2得到搜尋下界 2前，先說明在搜尋範圍

內，搜尋最佳解時的更新動作。令T

與 *k 為目前手邊最好的局部最小值與

相對應的最佳維修乘數向量，其中 )}(,),(),({ **
2

*
1

* TkTkTk n





k 。當得到一個

新的局部最小值T

時，首先確定T


所相對應的目標函數值 )),(( TTZ


k ，是否

小於目前手邊最好的最佳值 )),(( ** TTZ k ，若 )),(( TTZ


k < )),(( ** TTZ k ，則將

手邊的最佳解更新為 TT


* 且 )(* T


kk  ，另外，也需將目前手上的下界值

進行更新，以縮短沿時間軸T 進行搜尋所需的時間。因此，可以由Theorem

2得到搜尋下界值，即 2。

Theorem 2︰若 )(TZ 之局部極小值發生在T

，則搜尋演算法下界值為 2，

如下所示：
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[Proof]：

針 對 機 器 i ， 可 以 畫 出 其 成 本 曲 線 圖

}|),({inf)( '' 





RTTTkTg iiNki

i

，並找出接合點的位置 )( ii k 。

其中 i

ee
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i

iii
ii f

e
Tkv

Tk
Xfm

Tk 






1

)(
),( 。

(case_1) 1)(  Tki


時，

也就是在第一個接合點 )1(i 右邊的區間，如圖 5.1 所示。在此區間內

的最低點為
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假設有一時間點T

落在此區間中，其 ),( Tkii 值為
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 (5.10)

所以在此區間裡，最大的成本減少幅度為式(5.10)減式(5.9)，如下所示：

1
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圖 5.1 成本曲線( 1)(  Tk i


)

(case_2) 1)(  Tki


時，

也就是指在第一個接合點 )1(i 左方的範圍，如圖 5.2 所示。假設有一

時間點T

落在此範圍的某一區間內，其 ),( Tk ii 值為 )),(( TTk ii


 ，而且

)),(( TTkii

 值不會比在此區間左右兩邊接合點的 ),( Tkii 值之最大者還

大，也就是

)))}((),(()),1)((,1)((max{)),(( TkTkTkTkTTk iiiiiiiiii


   (5.12)

觀察圖 5.2 並利用數學歸納法驗證，可以得到在此區間左右兩邊接合

點之 ),( Tkii 值，右邊接合點之 ),( Tkii 值會比左邊接合點之 ),( Tk ii 值還

大，也就是 )))((),(())1)((,1)(( TkTkTkTk iiiiiiii

    。証明過程參見

附錄 A 所示。因此，由數學歸納法得到，不管T

落在第一個接合點 )1(i 左
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方 範 圍 的 任 何 一 個 區 間 內 ， 其 ),( Tkii 值 皆 會 小 於 等 於

))1)((,1)((  TkTk iiii


 值。

另 外 ， 在 此 範 圍 的 任 何 一 個 區 間 的 最 低 點 依 然 為

i
e

i
eiii fv

e
Xfme  1

1

})))(1({( 。所以，我們可以得到在此範圍的任何一個區

間內，最大的成本減少幅度為

1
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另一方面，我們是沿時間軸T 由搜尋上界往下進行搜尋，所以單位時

間主要整備成本 )(
T
M 是隨時間遞減而遞增。因此，當T


往 TT


 進行時，所

有機器最大的成本減少幅度之總和不會比單位時間主要整備成本增加幅度

還大，也就是 
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圖 5.2 成本曲線( 1)(  Tk i
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5.3 運用接合點進行搜尋

由第四章理論分析的 Proposition 1 和 Proposition 2 可知，我們可藉由接

合點進行搜尋，並且可透過接合點的性質去改變維修乘數，以獲得 )(T 函

數的最佳值。

本問題之搜尋演算法的設計概念是以不考慮維修產能限制的片段凸性

曲線之接合點為搜尋基礎，並利用可行解測試法(The Feasibility Testing

Procedure , Proc. FT)驗證目前搜尋的解是否滿足維修產能限制。可行解測試

方法將在第六章進行說明。

整個搜尋演算法的架構，概述如下︰首先得到搜尋上界值 UT ，並找到

離 UT 最近的下一個接合點位置 1pw 和相對應之維修乘數 )( 1pwK 後，針對此

組 )),(( 11  pp wwK 進行可行解測試。當此組 )),(( 11  pp wwK 為可行解時，表示

此組 )),(( 11  pp wwK 滿足維修產能限制條件；反之，當此組 )),(( 11  pp wwK 為

不可行解時，表示此組 )),(( 11  pp wwK 不滿足維修產能限制條件。因此，當

)),(( 11  pp wwK 為不可行解時，就要測試在下一個接合點 1pw 與上一個接合點

之相對維修乘數 )( pwK 這組 )),(( 1pp wwK 是否為可行解，當 )),(( 1pp wwK 依

然為不可行解時，我們允許調整一台成本增加幅度最小的機器之維修乘

數，使其滿足維修產能限制。每當得到一組可行維修排程解時，我們要與

手邊最好的成本值進行比較，若新得到的成本值較低則手邊最好值被取

代，並且重新計算搜尋下界值；反之則不用進行取代。反覆上述的過程，

直到目前搜尋的時間點小於搜尋範圍的下界時才停止搜尋，並得到本問題

的最佳解。

本研究所提出之搜尋演算法，在搜尋過程中可能遭遇三種情況，茲說

明如下︰假設目前搜尋的接合點為 pw ，相對應之維修乘數為 )( pwK ； 1pw 為

離 pw 最近的下一個接合點，相對應之維修乘數為 )( 1pwK 。

Case 1：測試 )),(( 11  pp wwK 是否為可行解︰

(a) 可行解，判斷成本大小並繼續找下一個接合點。

(b) 不可行解，進入 Case 2

Case 2：測試 )),(( 1pp wwK 是否為可行解︰

(a) 可行解，判斷成本大小並繼續找下一個接合點。



29

(b) 不可行解，進入 Case 3

Case 3：在 )( pwK 中，找一台機器的維修乘數減 1 之後，其成本增加幅度最

小。回到 Case 2。

完整搜尋演算法演算步驟程序說明如下，演算細部流程圖如圖5.3所

示。

Step 1：計算搜尋上下界及目前所得之最佳解(best-on-hand)。

1.1 計算上界 }),1(max{
1




n

i
iiU XT  與下界 1LT 。

1.2 令 )1,...,1(* K , UTT * 與 ),( *** TKTC  。

1.3 令 })({minarg Uiii Tkp   。

Step 2：找離 pw 最近的接合點之機器下標 })({maxarg piii wk   ，並計算

時間點 1pw 之維修乘數 })1{}{\)(()( 1   kkwKwK pp 。

Step 3：判斷 Lp Tw 1 ，是則進入 Step 7。否則進入 Step 4。

Step 4：判斷 )),(( 11  pp wwK 是否為可行解，是則進入 4.1。否則進入 Step 5。

4.1 計算 ))),((max( 1 LwKTT p


與 )),(( 1 TwKTC p 。

4.2 判斷 )),(( 1 TwKTCTC p
 ，是則進入 4.2.1。否則進入 4.2.2。

4.2.1 變更手上最好的解為 )( 1
 pwKK , TT  與 ),( ** TKTCTC 

及下界變更為 },max{ 2LL TT  。

4.2.2 不變更手上最好的解。

4.3 令 1 pp ww 與 )()( 1 pp wKwK 。回到 Step 2。

Step 5：判斷 )),(( 1pp wwK 是否為可行解，是則進入 5.1。否則進入 Step 6。

5.1 計算 ))),((max( LwKTT p


 與 )),(( TwKTC p 。

5.2 判斷 )),(( TwKTCTC p ，是則進入 5.2.1。否則進入 5.2.2。

5.2.1 變更手上最好的解為 )( pwKK  , TT  與 ),( ** TKTCTC  及

下界變更為 },max{ 2LL TT  。

5.2.2 不變更手上最好的解。
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5.3 令 1 pp ww 與 )()( pp wKwK  。回到 Step 2。

Step 6：判斷是否有維修乘數大於 1 之機器，是則進入 6.1。否則進入 6.2。

6.1 找出成本增加幅度最小之機器下標

)},(),1({minarg 11   piipiii wkTCwkTC ，並計算時間點 1pw 之維

修乘數 })1{}{\)(()(   kkwKwK pp 。回到 Step 5。

6.2 計算 ))),((max( LwKTT p


 與 )),(( TwKTC p 。

6.2.1 判斷 )),(( TwKTCTC p ，是則令 )( pwKK  , TT  與

)),(( TwKTCTC p 。否則進入 Step 7。

Step 7：輸出最佳解( *K , *T )與對應的最小成本值 TC 並停止演算程序。
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圖 5.3 搜尋演算法流程圖
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第六章 可行解測試演算法

在第三章數學模式的建立，因為考慮了維修產能限制條件，因此式(3.2)

提到在每一個基期上有進行維修工作的機器之整個維修工作時間的總和必

須要小於或等於基本週期。經由第五章提出的搜尋演算法我們可得到一組

)},({ Tk i ，但該組解必須套回本問題之數學模式的限制式才能說明該組解是

否為本問題之最佳解。因此，在本章節我們利用Yao(2002)所提出的可行解

測試方法(The Feasibility Testing Procedure , Proc. FT)，來判斷某組 )},({ Tk i

是否為可行解。Proc. FT 是以延伸基本週期法(Extended Basic Period , EBP)

為基礎，而提出的一套啟發式方法，說明如何安排及調整每個產品的生產

週期，進而判斷該組解是否為可行解。Proc. FT對於不可行的解，都要經過

多次調整之後，才能認定為不可行解。若在調整過程中，有符合每個基期

的總維修時間皆小於或等於基本週期的限制條件，則表示為可行解，即可

停止調整的動作。

Proc. FT 演算步驟程序說明如下，演算細部流程圖如圖6.1所示。

Step 1：設定初始條件。

1.1 令 0 , 0 且 0 。並讀入參數。

Step 2：藉由Proc. IS 與 Proc. PS程序得到一組初始生產排程W 並開始區域

搜尋。

2.1 令 WW m  和 )()( WLWL m  。

2.2 判斷 0 ，是則令 )()( ** mWLWL  和 mWW * 。

2.3 判斷 TWL m )( ，是則令 )()( mF WLWL  , mF WW  與 1 ，並進入

Step4。否則進入Step 3。

Step 3：應用調整週期的方式改善 mW 的 )( mWL 。

3.1 使用移出程序來改善。

3.1.1 判斷 TWL m )( ，是則令 1 , )()( mF WLWL  和 mF WW  ，並進

入Step 4。否則進入Step 3.1.2。

3.1.2 判斷 TWL m )( 和 )( mWL 是否已被改善，是則回到Step 3。否則

進入Step 3.2。
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3.2 使用1對1互換程序來改善。

3.2.1 判斷 TWL m )( ，是則令 1 , )()( mF WLWL  和 mF WW  ，並

進入Step 4。否則進入Step 3.2.2。

3.2.2 判斷 TWL m )( 和 )( mWL 是否已被改善，是則回到Step 3。否則

進入Step 3.3。

3.3 使用2對1互換程序來改善。

3.3.1 判斷 TWL m )( ，是則令 1 , )()( mF WLWL  和 mF WW  ，並進

入Step 4。否則進入Step 3.3.2。

3.3.2 判斷 TWL m )( 和 )( mWL 是否已被改善，是則回到Step 3。否則

進入Step 3.4。

3.4 判斷 )( ** WL 是否已經改善。

3.4.1 判斷 )()( ** WLWL m  ， 是則令 0 , )()( ** mWLWL  和 mWW *

，並進入Step 4。否則進入Step 3.4.2。

3.4.2 判斷 )()( ** WLWL m  ，是則令 1 ，並進入Step 4。

Step 4：判斷Proc. FT 程序是否已經達到終止條件。

4.1 判斷 1 ，是則停止Proc. FT演算，並輸出 FW 和 )( FWL 。

4.2 判斷  且 0 ，是則停止Proc. FT演算，並輸出”無可行解維修

排程”。

4.3 判斷  且 0 ，是則隨機選取 ]2[n 台機器重新排程並標記為

F ，令 1 ，並進入Step 2再次改善。
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圖 6.1 可行解測試演算法流程圖
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6.1 設定初始條件

1. 設定門檻值()：作為運算結束的標準值，Υ值愈大，找到可行解的機

率就愈大，但運算所花費的時間相對地會愈多。

2. 設定計次器 0 ：表連續使用Proc. FT 程序且無法改善 *L 的次數，若

 ，則停止運算。

3. 設定可行解 0 ：表示排程為不可行，但若經Proc. FT方法調整其排

程，並且使得每個基期所有機器的總維修時間皆小於或等於T，則表示

其排程是可行的，此時 1 ，並停止運算。

6.2 初始排程(Proc. IS)與機器排程(Proc. PS)

每台機器是依其 k 值及第一個開始維修基期，來決定所有基期中，那

個基期要進行維修，那個基期不維修（即該機器在該基期的維修時間為0）。

在進行維修排程時，一個機器接一個機器加入維修排程，每次之維修排程

皆以該次所有基期負荷最小的值為主，且其總基期數為參與維修排程的機

器 ik 之最小公倍數。若所有機器排完後，每個基期所有機器的總維修時間

皆小於或等於T ，則表示其維修排程是可行的，則停止運算，否則進入下

列調整週期的方式。Proc. IS演算步驟程序說明如下，演算細部流程圖參閱

附錄B-1所示。

Step 1：檢驗的值。

1.1 判斷 0 ，是則令  和  )(W ，並進入Step 2。

1.2 判斷 0 ，是則令 F 和 )()()( 0 FWFWW  ，即將原先 0W 排

程中之 F機器集合排程維持不變，並進入Step 2。

Step 2：優先指派 ik 乘數為1的機器進入排程。

2.1 對所有未指派到排程的機器F ，若其 ik 乘數為1，則優先指派 iX 到

)(W 排程中，並更新 }1and|{  jkFjj 。假使所有F 中

的 jk 均大於1，則略過Step 2。

Step 3：將 )(  Ni 的 iX 由大到小進行降冪排列，並設代表排序 iX 後的

機器集合之識別子。

Step 4：檢驗在集合中的值：
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4.1 判斷  ，是則進入Step 4.1.1。

4.1.1 從集合中得到機器i

，且 }{argmax j ji 


。

4.1.2 使用Proc. PS 程序將 iX指派到 )(W 排程中。

4.1.3 將和集合更新為 }{i


 和 }{i


 ，並回到Step 4。

4.2 判斷  ，是令 )(NWW  ，並停止Proc. IS 演算程序。

Proc. PS演算步驟程序說明如下，演算細部流程圖參閱附錄B-2所示。

Step 1：檢驗的值。

1.1 判斷 0 ，是則令  和  )(W ，並進入Step 2。

1.2 判斷 0 ，是則令 F 和 )()()( 0 FWFWW  ，即將原先 0W 排

程中之 F機器集合排程維持不變，並進入Step 2。

Step 2：計算所有 ik 的最小公倍數， },...,,{ 21 NkkklcmK  。

Step 3：計算 tR 值。

3.1 tR 為在初始部分維修排程 )(W 中的第t 個維修基期之目前總維修

時間， Kt ,...,1 。
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i andallfor}1,0{and
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Step 4：選擇 *
liw。

Step 5：由Step 4所得的 *
liw更新 }){( iW


 。

我們以簡單的範例來說明Proc. IS和Proc. PS演算程序所代表的意義。假

設各機器的資料如表6-1所示。

表 6.1 機器基本資料(Proc. IS 和 Proc. PS 範例)

機器 1 2

k 值 2 3

維修時間 iX 5 10
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初始排程和機器排程之過程如下：

1. 將機器依 iX 的大小由大至小排序，結果機器2先排，再排機器1。

2. 機器2加入排程，因為 1k 及 2k 的最小公倍數為6，所以排至基期6，如表6-2

所示。

表 6.2 機器 2 加入排程(Proc. IS 和 Proc. PS 範例)

機器2 總維修時間

k 值 3

基期1 10 10

基期2 0 0

基期3 0 0

基期4 10 10

基期5 0 0

基期6 0 0

3. 機器1加入排程。

4. 將機器1的維修時間填入所有基期內，如表6-3所示。

5. 合計目前每個基期的總維修時間，如表6-3所示。

表 6.3 機器 1 加入排程(Proc. IS 和 Proc. PS 範例)

機器1 機器2 總維修時間

k 值 2 3

基期1 5 10 15

基期2 5 0 5

基期3 5 0 5

基期4 5 10 15

基期5 5 0 5

基期6 5 0 5
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6. 由表6-3知，基期2為總維修時間最小的第1個，所以機器1以基期2開始排

程，並且以2個基期維修一次的方式往下排，結果如表6-4所示。

表 6.4 結果(Proc. IS 和 Proc. PS 範例)

機器1 機器2 總維修時間

k 值 2 3

基期1 0 10 10

基期2 5 0 5

基期3 0 0 0

基期4 5 10 15

基期5 0 0 0

基期6 5 0 5

6.3 調整週期的方式

在執行調整週期演算程序中，本研究使用了一些新的參數，其定義如

下所示：

τ：擁有最大總維修時間的維修基期。
mW ：在每次個別執行Proc. FT程序及區域搜尋或重複改善 *L 的過程，所得

到的最小化總維修時間的維修排程。

)( mWL ： mW 維修排程中，最大的總維修時間。
*W ：第一次使用Proc. IS所得到的初始維修排程設為最佳維修排程。

)( *WL ： *W 維修排程中，最大的總維修時間。

W：一種可能的排程結果。

L(W)：使用W 排程後，在所有維修基期中，最大的總維修時間。

：假如 )( mWL 已被改善，則= 1；否則= 0。

),( mW ： 11),(,  iki kandwi
i  ，即位在最大總維修時間的維修基期上

進行維修且 ik 乘數大於1的機器集合。

),( mW ： 10),(,  iki kandwi
i  即非位在最大總維修時間的維修基期上
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進行維修且 ik 乘數大於1的機器集合。

：連續使用Proc. FT程序且無法改善 *L 的次數。

Proc. FT共有移出、1對1互換及2對1互換三種調整週期的方式，詳細演

算步驟程序分別說明如下。

6.3.1 移出(The Smooth-Out Routine)

從總維修時間最大的基期中，選1個 ik 大於1且維修時間最大的機器，

移至其他總維修時間較小的基期中。若移出後，每個基期的總維修時間皆

小於或等於基本週期，則為可行解，即可停止運算，否則要進入下列1對1

互換的方式。移出演算步驟程序說明如下，演算細部流程圖參閱附錄B-3

所示。

Step 1：將所有屬於 ),( mW 的機器i 之 iX 由大到小進行降冪排列且標示為

未受試驗的機器。

Step 2：檢驗是否有任何在 ),( mW 中的機器是未受試驗的。

2.1 判斷 ),( mW 是否有未受試驗的機器，是則找出第一個未受試驗的

機器 i，且將機器i 使用Proc. PS重新排程以獲得一個較小的維修時間

)(WL 和其對應之排程W。更新 }{),(),( iWW mm   。進入Step 3

2.2 判斷   ),( mW ，是表示 ),( mW 所有機器均已受過試驗，停止

移出演算程序。

Step 3：檢驗 )( mWL 是否已經改善：

3.1 判斷 )()( mWLWL  ，是則令 )()( WLWL m  , WW m  和 1 並停止

移出演算程序。

判斷 )()( mWLWL  ，是則標記機器i 為已受試驗的，並回到Step 2。
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我們以簡單的範例來說明移出演算程序所代表的意義。假設T =17，但

調整前最大的總維修時間為21（即基期5）大於T，所以為不可行解，其移

出改善前的維修排程如表6-5所示。將位於最大總維修時間(即基期5)上進行

維修且 1ik 的機器集合，按其機器維修時間由大到小進行降冪排序後可得

到 }1,2,3{),(  mW 。因此，優先將機器3開始維修基期由基期1移至總維修

時間最小的基期4，再重新排程，調整後每個基期的總維修時間皆小於T（最

大總維修時間變為16），如表6-6所示，所以為一合理可行的排程解。

表 6.5 改善前(The Smooth-Out Routine 範例)

機器1 機器2 機器3 總維修時間

k 值 2 3 4

基期1 5 0 10 15

基期2 0 6 0 6

基期3 5 0 0 5

基期4 0 0 0 0

基期5 5 6 10 21

基期6 0 0 0 0

基期7 5 0 0 5

基期8 0 6 0 6

基期9 5 0 10 15

基期10 0 0 0 0

基期11 5 6 0 11

基期12 0 0 0 0
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表 6.6 改善後(The Smooth-Out Routine 範例)

機器1 機器2 機器3 總維修時間

k 值 2 3 4

基期1 5 0 0 5

基期2 0 6 0 6

基期3 5 0 0 5

基期4 0 0 10 10

基期5 5 6 0 11

基期6 0 0 0 0

基期7 5 0 0 5

基期8 0 6 10 16

基期9 5 0 0 5

基期10 0 0 0 0

基期11 5 6 0 11

基期12 0 0 10 10

6.3.2 1對1互換(The Pair-Exchange Routine)

從總維修時間最大的基期中，選1個 ik 大於1且維修時間最大的機器，

和其他基期中維修時間較小且 ik 大於1之機器互換。若1對1互換後，每個基

期的總維修時間皆小於或等於基本週期T ，則為可行解，即可停止運算，

否則要進入下列2對1互換的方式。1對1互換演算步驟程序說明如下，演算

細部流程圖參閱附錄B-4所示。

Step 1：將 ),( mWi  中的 iX 由大到小進行降冪排列，且 ),( mWj  中的

jX 由小到大進行升冪排列。並標記 ),( mWi  和 ),( mWj  中的

機器為未受試驗的。

Step 2：檢驗是否有任何在 ),( mW 中的機器是為未受試驗的。
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2.1 判斷 ),( mW 是否有未受試驗的機器，是則找出第一個未受試驗的

機器 i ，並進入Step 3。

2.2 判斷   ),( mW ，是則表示 ),( mW 所有機器均已受過試驗，停

止1對1互換演算程序。

Step 3：檢驗是否有任何在 ),( mW 中的機器是為未受試驗的。

3.1 判斷 ),( mW 是否有未受試驗的機器，是則找出第一個未受試驗的

機器 j ，進入Step 4。

3.2 判斷 ),( mW 是否均受過試驗，是則將 ),( mW 集合中的機器重新

標記為未受試驗的且將機器i 標記為已受試驗的，回到Step 2。

Step 4：比較 iX 和 jX 。

4.1 判斷 ji XX  ，是則進入Step 4.1.1。

4.1.1 將機器i 從 mW 排程中移出，並指派機器 j 的排程使其在標記

的維修基期上進行維修。

4.1.2 將機器i 使用Proc. PS重新排程以獲得一個較小的維修時間

)(WL 和其對應之排程W 。

4.1.3 檢驗 )( mWL 是否已經改善：

A. 判斷 )()( mWLWL  ，是則令 )()( WLWL m  , WW m  和 1 ，

並停止1對1互換演算程序。

B. 判斷 )()( mWLWL  ，是則標記機器 j為已受試驗的，並回到Step

3。

4.2 判斷 ji XX  ，是則回到Step 3。
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我們以簡單的範例來說明1對1互換演算程序所代表的意義。假設

T =13，但調整前最大的總維修時間為15（即基期2、6、10）大於T ，所以

該排程為不可行解，其1對1互換改善前的維修排程如表6-7所示。將位於最

大總維修時間(即基期2、6、10)上進行維修且 1ik 的機器集合，按其機器

維修時間由大到小進行降冪排序後可得到 }1,2{),(  mW ，而未在基期2上

維修且 1ik 的機器集合，按其機器維修時間由小到大進行升冪排序後可得

到 }3{),(  mW 。因此，將機器2和機器3開始維修基期互換，再重新排程，

調整後每個基期的總維修時間皆小於T （最大總維修時間變為10），如表

6-8所示，所以為一合理可行的排程解。

表 6.7 改善前(The Pair-Exchange Routine 範例)

機器1 機器2 機器3 總維修時間

k 值 2 4 2

基期1 0 0 2 2

基期2 5 10 0 15

基期3 0 0 2 2

基期4 5 0 0 5

基期5 0 0 2 2

基期6 5 10 0 15

基期7 0 0 2 2

基期8 5 0 0 5

基期9 0 0 2 2

基期10 5 10 0 15

基期11 0 0 2 2

基期12 5 0 0 0
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表 6.8 改善後(The Pair-Exchange Routine 範例)

機器1 機器2 機器3 總維修時間

k 值 2 4 2

基期1 0 10 0 10

基期2 5 0 2 7

基期3 0 0 0 0

基期4 5 0 2 7

基期5 0 10 0 10

基期6 5 0 2 7

基期7 0 0 0 0

基期8 5 0 2 7

基期9 0 10 0 10

基期10 5 0 2 7

基期11 0 0 0 0

基期12 5 0 2 7

6.3.3 2對1互換(The Two-to-One Exchange Routine)

從總維修時間最大的基期中，選1個 ik 大於1且維修時間最大的機器，

和其他基期中維修時間較小且 ik 大於1之2種機器互換。若2對1互換後，每

個基期的總維修時間皆小於或等於基本週期，則為可行解，即可停止運算，

否則要進入下列隨機選取 ]2[n 台機器重新排程的方式。2對1互換演算步驟

程序說明如下，演算細部流程圖參閱附錄B-5所示。

Step 1：將 ),( mWi  中的 iX 由大到小進行降冪排列，且 ),(, mWlj  中

的 lj XX  由小到大進行 升冪排列 。並標記 ),( mWi  和

),(, mWlj  中的機器為未受試驗的。

Step 2：檢驗是否有任何在 ),( mW 中的機器為未受試驗的。
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2.1 判斷 ),( mW 是否有未受試驗的機器，是則找出第一個未受試驗的

機器i ，並進入Step 3。

2.2 判斷   ),( mW ，是則表示 ),( mW 所有機器均已受過試驗，停

止2對1互換演算程序。

Step 3：檢驗是否有成對機器 j 和l 在 ),( mW 中是為未受試驗的。

3.1 判斷 ),( mW 是否有未受試驗的成對機器 j和l，是則找出第一個未

受試驗的成對機器 j和 l ，進入Step 4。

3.2 判斷 ),( mW 是否均受過試驗，是則將 ),( mW 集合中的機器重新

標記為未受試驗的且將機器i 標記為已受試驗的，回到Step 2。

Step 4：比較 iX 和 lj XX  。

4.1 判斷 iX > lj XX  ，是則進入Step 4.1.1。

4.1.1 將機器i 從 mW 排程中移出，並指派成對機器 j 和l 的排程使其在

標記的維修基期上進行維修。

4.1.2 將機器 i 使用Proc. PS重新排程以獲得一個較小的維修時間

)(WL 和其對應之排程W 。

4.1.3 檢驗 )( mWL 是否已經改善：

A. 判斷 )()( mWLWL  ，是則令 )()( WLWL m  , WW m  和 1 ，並

停止2對1互換演算程序。

B. 判斷 )()( mWLWL  ，是則標記成對機器 j 和l 為已受試驗的，並

回到Step 3。

4.2 判斷 iX < lj XX  ，是則回到Step 3。
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我們以簡單的範例來說明2對1互換演算程序所代表的意義。假設

T =13，但調整前最大的總維修時間為15（即基期1、5、9）大於T ，所以

為不可行解，其2對1互換改善前的維修排程如表6-9所示。將位於最大總維

修時間(即基期1、5、9)上進行維修且 1ik 的機器集合，按其機器維修時間

由大到小進行降冪排序後可得到 }1,2{),(  mW ，而未在基期1上進行維修

且 1ik 的機器所形成的成對集合中，按成對機器維修總時間由小到大進行

升冪排序後可得到 }4,3{),(  mW 。因此，將機器3及機器4同時和機器2

之開始維修基期互換，再重新排程，調整後每個基期的總維修時間皆小於T

（最大總維修時間變為12），如表6-10所示，所以為一合理可行的排程解。

表 6.9 改善前(The Two-to-One Exchange Routine 範例)

機器1 機器2 機器3 機器4 總維修時間

k 值 2 4 2 2

基期1 5 10 0 0 15

基期2 0 0 2 5 7

基期3 5 0 0 0 5

基期4 0 0 2 5 7

基期5 5 10 0 0 15

基期6 0 0 2 5 7

基期7 5 0 0 0 5

基期8 0 0 2 5 7

基期9 5 10 0 0 15

基期10 0 0 2 5 7

基期11 5 0 0 0 5

基期12 0 0 2 5 7
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表 6.10 改善後(The Two-to-One Exchange Routine 範例)

機器1 機器2 機器3 機器4 總維修時間

k 值 2 4 2 2

基期1 5 0 2 5 12

基期2 0 10 0 0 10

基期3 5 0 2 5 12

基期4 0 0 0 0 0

基期5 5 0 2 5 12

基期6 0 10 0 0 10

基期7 5 0 2 5 12

基期8 0 0 0 0 0

基期9 5 0 2 5 12

基期10 0 10 0 0 10

基期11 5 0 2 5 12

基期12 0 0 0 0 0

6.3.4 隨機選取 ]2/n[ 台機器重新排程

如果經過移出、1對1互換及2對1互換後還找不到可行解，則從n 台機

器中，隨機選取 ]2[n 台機器重新排程，其餘機器的排程固定，再重覆上述

6.2~6.3的步驟，直到 X 為止。即找 ]2[n 台機器來作局部的最佳化排程，

以使得維修排程的最大總維修時間L(W)能減少至可行解。

6.4 輸出

1. 找到可行解︰在整個Proc. FT可行解的判斷過程中，只要找到可行解，

即可停止程式的運算，並輸出可行解的資料，如：可行解的排程、總成

本、 )},({ Tk i 及運算時間等資料。

2. 找不到可行解︰若可行解的判斷次數超過，則停止程式的運算，並輸

出找不到可行解的訊息。
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第七章 數據實驗

本章節的主要目的，在於實驗驗證本研究所提出之搜尋演算法，其求

解品質較文獻提出之方法更能得到品質較佳的維修基本週期和維修乘數。

第7.1節以簡單範例說明本研究提出的搜尋演算法之求解過程，並和文獻提

出的方法進行比較。第7.2節利用隨機實驗說明本研究提出之求解方法比文

獻提出的求解方法更能得到品質較佳的解答。第7.3節為敏感度分析，說明

操作成本函數的非線性對目標函數之影響程度。

7.1 範例說明

本節主要運用第五章所提出的搜尋演算法合併使用第六章可行解測試

法，以一個簡單範例說明求解之過程與求解品質的好壞。

假設維修系統中共有 5n 台機器，主要整備成本 50M ，操作機器的

變動成本中對時間的冪次數 1e 。在可行解測試法中，初始條件設定門檻

值=3，計次器 0 ，可行解 0 。其他運用到的數據如表7.1所示。

表 7.1 範例說明之數據

機器 1 2 3 4 5

im 88 192 193 205 204

if 23 8 21 69 13

iv 35 18 5 60 4

iX 0.5 0.8 0.7 1.02 0.4

7.1.1 本研究之搜尋演算法

將上述之數據代入本研究之方法，其詳細搜尋演算法之步驟說明如下

所示︰

步驟 1︰計算搜尋上界值 1414.7UT 與搜尋下界值 1919.0LT 。目前所得之

最佳解為 1414.7* T , }1,1,1,1,1{* K 與 7898.592$* TC 。因為

UT 1414.7 為第 1 個接合點，所以 1p 。

步驟 2︰找到離 1414.7pw 最近的接合點之機器下標 3 。計算時間點

1pw 2128.6 之維修乘數 )1,1,2,1,1()( 1 pwK 。
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步驟 3︰不等式 Lp Tw 1 不成立。

步驟 4︰經測試， )),(( 11  pp wwK 可產生一組可行的維修排程。計算

42.3))),((max( 1   LwKTT p


與 )),(( 1 TwKTC p 1482.480$ 。因為不

等式 TC )),(( 1 TwKTC p 成立，所以變更目前最佳值為
T 42.3 , K )1,1,2,1,1( 與 1482.480$TC 及變更搜尋下界值為

1.4246LT 。令 2128.6pw 與 )( pwK )1,1,2,1,1( 。

步驟 5︰重複上述步驟 2、步驟 3 與步驟 4。直到 )),(( 11  pp wwK

)9154.2},3,1,3,2,1({ 產生一組不可行的維修排程。

步驟 6︰接下來判斷 )),(( 1pp wwK 是否為可行維修排程，結果依然產生一組

不可行的維修排程。

步驟 7︰因為有維修乘數大於 1 之機器，所以找出成本增加幅度最小之機

器下標 3 ，並計算時間點 9154.21 pw 之維修乘數

)( pwK )2,1,2,2,1( 。

步驟 8︰經判斷， )),(( 1pp wwK 為可行維修排程。計算 6984.2T 與

)),(( TwKTC p 4064.452$ 。因為不等式 TC )),(( TwKTC p 不成

立，所以不變更目前最佳值。令 9154.2pw 與 )( pwK )2,1,2,2,1( 。

步驟 9︰重複上述步驟 2 到步驟 8，直到 )1,1,1,1,1()( pwK ，即沒有維修乘數

大於 1 之機器。

步驟 10︰計算 6749.3T 與 )),(( TwKTC p 8152.495$ 。因為不等式

)),(( 1 TwKTCTC p
 不成立，所以不變更目前之最佳值。

步驟 11︰輸出最佳值 }2,1,3,2,1{* K , *T 02.3 與 0515.451$* TC 。

所以，經過上述搜尋的步驟之後，可得到本範例的最佳基本週期為

02.3* T ，最佳維修乘數 }2,1,3,2,1{* K ，平均總成本為 05.451$* TC ，維

修排程如表 7.2 所示，另外 )1(
Tk

X

i

i 分別為(0.834,0.868,0.923,0.662,0.934)大

約趨近於 1，因此本研究確實可運用式(4.1)進行理論分析。

7.1.2 Goyal和Kusy與Yao之啟發式方法

採用 Goyal 和 Kusy(1985)與 Yao(2005)之啟發式方法計算相同數據，二
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種方法皆得到最佳基本週期為 6160.2* T 與最佳維修乘數 }4,1,3,2,1{* K 。

將此組最佳解( *K , *T )代入本研究之目標函數(式(3.1))，可得到平均總成本

為 59.439$* GTC 。經可行解測試，此組解無法產生可行維修排程，如表 7.3

所示，另外 )1(
Tk

X

i

i 分別為(0.809,0.847,0.911,0.61,0.963)大約趨近於 1。

表 7.2 範例說明之維修排程

基期 機器 1 機器 2 機器 3 機器4 機器 5 總維修時間

1 0.5 0.8 0 1.02 0 2.32

2 0.5 0 0.7 1.02 0.4 2.62

3 0.5 0.8 0 1.02 0 2.32

4 0.5 0 0 1.02 0.4 1.92

5 0.5 0.8 0.7 1.02 0 3.02

6 0.5 0 0 1.02 0.4 1.92

表 7.3 範例說明之維修排程

基期 機器 1 機器 2 機器 3 機器 4 機器 5 總維修時間

1 0.5 0.8 0 1.02 0 2.32

2 0.5 0 0.7 1.02 0 2.22

3 0.5 0.8 0 1.02 0 2.32

4 0.5 0 0 1.02 0.4 1.92

5 0.5 0.8 0.7 1.02 0 3.02

6 0.5 0 0 1.02 0 1.52

7 0.5 0.8 0 1.02 0 2.32

8 0.5 0 0.7 1.02 0.4 2.62

9 0.5 0.8 0 1.02 0 2.32

10 0.5 0 0 1.02 0 1.52

11 0.5 0.8 0.7 1.02 0 3.02

12 0.5 0 0 1.02 0.4 1.92
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由數據結果得知：雖然 Goyal 和 Kusy(1985)與 Yao(2005)提出的方法，

平均總成本比本研究提出的方法低 2.54%，但是在 Goyal 和 Kusy(1985)與

Yao(2005)所產生的維修排程中，基期 5、基期 8 和基期 11 的總維修時間卻

大於基本週期，不滿足維修產能限制，因此 Goyal和 Kusy(1985)與 Yao(2005)

提出的方法所產生的維修排程其實並不可行。所以在本範例中，本研究提

出的方法之求解品質仍比 Goyal 和 Kusy(1985)與 Yao(2005)提出的方法佳。

7.2 隨機實驗

本節主要目的是利用隨機產生之數據來說明本研究提出之方法，求解

品質比文獻提出之方法佳。首先，我們選取六種不同之機器數目

( 50,25,10,7,5,3n )與主要整備成本( 1000,750,500,200,100,50M )，一共產

生 36 種n 與M 組合。針對每一種 n與 M 組合，運用均勻分配函數產生

evfm iii ,,, ，如表 7.4 所示與維修時間 iX ，參見附錄 C 所示，分別隨機產生

100 組數據，因此本研究之隨機實驗共產生 3600 組數據。

表 7.4 參數範圍

n 3,5,7,10,25,50

M 50,100,200,500,750,1000

im [1,500]

if [15,50]

iv [1,20]

e [1,4]

將每一種n 與M 組合所產生的 100 組數據，分別代入文獻提出之方法

與本研究提出之方法，並將文獻中所有產生可行維修排程的 )},({ Tk i 代入本

研究之目標函數(式(3.1))，比較其平均總成本與本研究提出之方法的差異，

實驗結果如表 7.5 所示。茲將 Goyal 和 Kusy(1985)提出之方法簡稱 G&K，

本研究提出之方法以作者英文姓氏(Yao,Huang,Yang)簡稱為 YHY。

定義本研究與 Goyal 和 Kusy(1985)之平均總成本差異度為

%100
Cost

I K&G
K&G 




YHY

YHY

Cost
Cost

(7.1)
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另外，本研究與 Yao(2005)之平均總成本差異度為

%100
Cost

I Yao
Yao 




YHY

YHY

Cost
Cost

(7.2)

由隨機實驗結果可得到下列結果：隨著機器數目 n的增加，本研究與

Goyal 和 Kusy(1985)之平均總成本的差異度越大，但是在n從 25 增加到 50

時，改善幅度卻沒有明顯增加，有可能當n =50 時，所得到的維修乘數為 1，

因此成本改善幅度並不大。另外，本研究與 Goyal 和 Kusy(1985)之平均總

成本的差異度並未隨M 的增加或減少而有明顯的差異。

Yao(2005)提出之方法，雖然和本研究之平均總成本的差異度不大，但

是在每一種n 與M 組合下所產生的 100 組隨機試驗中，可行解的個數卻不

超過二成，尤其在n =25 與n =50 時，完全得不到可行維修排程。

整體而言，本研究提出之方法之求解品質比 Goyal 和 Kusy(1985)與

Yao(2005)提出之方法佳，除了保證可以得到可行維修排程之外，還可以得

到較低的平均總成本。本研究提出之搜尋演算法求得的最佳解，可作為決

策者安排機器維修排程的參考依據。

7.3 敏感度分析

本小結希望藉由針對不同的e 值(操作機器的變動成本中對時間的冪次

數)，了解操作成本函數的非線性對於目標函數的影響程度。

選取機器數目 5n 、主要整備成本( 1000,750,500,200,100,50M )與

4,3,2,1e ，共產生 24 種M 與 e組合。針對每一種M 與 e組合，運用均勻分

配函數產生 iii vfm ,, ，如表 7.4 所示與維修時間 iX ，參見附錄 C 所示，分別

隨機產生 100 組數據，實驗結果如表 7.6 所示。

由實驗結果得到：本研究與 Goyal 和 Kusy(1985)之平均總成本的差異

度，隨著冪次數 e的增加，二者之間的差異度越明顯，也就是非線性對於平

均總成本的差異度之影響程度越大。另外，本研究與 Yao(2005)之平均總成

本的差異度，由於在 200,100,50M 時，產生之可行解個數極少，因此不容

易觀察到不同e 值對目標函數的影響；在 750,500M 時，二者之平均總成

本的差異度隨e值的增加而增加；在 1000M 時，e 值對於平均總成本的差

異度並沒有明顯的呈現遞增或是遞減的趨勢。整體而言，本研究與文獻之

平均總成本的差異度是隨著e值的增加而呈線性增加。
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表 7.5 在 100 組隨機試驗中可行解個數與本研究在可行解成本之改善

本研究方法較 Goyal 和 Kusy

之改進( K&GI )

本研究方法較 Yao 之改進

( YaoI )

n M
組

可行解個數
100

Min

(%)

Max

(%)

Avg.

(%)
n M

組
可行解個數

100

Min

(%)

Max

(%)

Avg.

(%)

3

50 63 0.0013 0.81 0.17

3

50 0 - - -

100 65 0.008 1.96 0.26 100 0 - - -

200 81 0.012 2.00 0.26 200 3 0.16 2.08 1.23

500 87 0.16 1.47 0.56 500 3 0.63 1.90 1.01

750 97 0.03 2.12 0.38 750 14 0.07 1.01 0.94

1000 98 0.02 1.21 0.54 1000 17 0.40 1.76 1.80

5

50 64 0.007 2.47 1.27

5

50 0 - - -

100 79 0.002 3.38 1.36 100 1 1.93 1.93 1.93

200 81 0.05 3.40 1.35 200 2 0.97 4.03 2.32

500 87 0.002 3.23 1.11 500 6 0.31 1.10 0.71

750 95 0.003 3.16 0.90 750 11 0.16 3.95 1.99

1000 94 0.005 4.11 0.87 1000 19 0.35 3.70 1.56

7

50 70 0.15 4.52 2.60

7

50 0 - - -

100 66 0.20 4.82 2.74 100 0 - - -

200 78 0.09 4.77 2.38 200 0 - - -

500 81 0.20 5.03 2.83 500 3 0.43 2.33 1.19

750 91 0.08 5.23 2.19 750 7 0.05 1.62 0.59

1000 96 0.05 5.18 2.47 1000 18 0.02 2.18 1.51
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表 7.5 在 100 組隨機試驗中可行解個數與本研究在可行解成本之改善(續)

本研究方法較 Goyal 和 Kusy

之改進( K&GI )

本研究方法較 Yao 之改進

( YaoI )

n M
組

可行解個數
100

Min

(%)

Max

(%)

Avg.

(%)
n M

組
可行解個數

100

Min

(%)

Max

(%)

Avg.

(%)

10

50 72 0.32 6.43 3.16

10

50 0 - - -

100 71 0.006 6.78 3.49 100 0 - - -

200 75 0.17 6.69 3.95 200 0 - - -

500 88 0.004 6.85 3.73 500 8 0.13 0.38 0.24

750 87 0.13 7.23 4.02 750 6 0.14 0.73 0.43

1000 94 0.02 6.74 3.57 1000 15 0.40 1.18 0.72

25

50 72 0.92 6.31 4.05

25

50 0 - - -

100 68 0.13 8.78 4.20 100 0 - - -

200 68 0.26 8.12 3.93 200 0 - - -

500 76 0.15 8.92 4.51 500 0 - - -

750 78 0.17 9.70 4.48 750 0 - - -

1000 84 0.023 9.79 4.89 1000 0 - - -

50

50 68 0.48 9.32 4.48

50

50 0 - - -

100 77 0.36 9.56 4.65 100 0 - - -

200 80 0.27 10.2 4.83 200 0 - - -

500 83 0.023 9.67 4.15 500 0 - - -

750 90 0.11 9.92 4.55 750 0 - - -

1000 87 0.24 10.23 4.82 1000 0 - - -
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表 7.6 敏感度分析

本研究方法較 Goyal 和 Kusy

之改進( K&GI )

本研究方法較 Yao 之改

進( YaoI )

n M e
Min.

(%)

Max.

(%)

Avg.

(%)
n M e

Min.

(%)

Max.

(%)

Avg.

(%)

5

50

1 0.005 0.16 0.08

5

50

1 0.59 0.59 0.59

2 0.09 1.08 0.65 2 - - -

3 0.13 2.64 1.57 3 - - -

4 0.29 3.74 2.12 4 - - -

100

1 0.04 0.33 0.14

100

1 - - -

2 0.07 1.05 0.62 2 3.36 3.36 3.36

3 0.09 2.59 1.55 3 1.73 1.73 1.73

4 0.12 3.98 1.93 4 - - -

200

1 0.02 0.47 0.15

200

1 0.35 2.84 1.14

2 0.09 1.31 0.63 2 4.73 6.03 5.01

3 0.21 2.92 1.58 3 - - -

4 0.07 4.36 1.86 4 - - -

500

1 0.01 0.88 0.12

500

1 0.12 0.12 0.12

2 0.01 1.61 0.58 2 0.07 3.73 1.37

3 0.01 2.94 1.38 3 0.36 7.74 2.02

4 0.05 3.91 1.59 4 4.19 4.19 4.19

750

1 0.008 0.35 0.10

750

1 0.06 5.78 1.94

2 0.03 1.44 0.63 2 0.08 1.57 4.27

3 0.01 2.74 1.24 3 0.33 7.51 4.42

4 0.06 2.87 1.22 4 1.89 6.87 4.25

1000

1 0.01 0.84 0.10

1000

1 0.02 6.08 2.45

2 0.004 1.33 0.51 2 0.46 8.87 3.83

3 0.02 2.76 1.08 3 0.04 5.11 2.99

4 0.005 3.32 1.34 4 2.46 2.46 2.46
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第八章 結論與未來研究方向

8.1 結論

為探討考慮維修產能限制下之群組機器維修排程問題，本研究除了推

導其數學模式進行完整理論分析外，並以理論結果提出一套有效的搜尋演

算法。另外，運用一個啟發式解法產生一組可行維修排程。經數據實驗可

知，本研究提出的求解方法，除了比文獻中的解法有更好的求解品質，並

可保證產生可行的維修排程。因此，本研究可以提供管理機器設備之經理

人作決策之依據。

8.2 未來研究方向

在本研究所探討的維修相關操作，目前以單一維修設備的情境作為探

討的基礎，雖然符合部分的實務情境，但是在實務操作環境中，另外常見

如流程式(flowshop type)的維修操作方式，其維修工作必須經過多站式的維

修操作。在此情境下的維修排程勢必更為複雜，將在未來繼續作為研究方

法的研究延伸。
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附錄A 數學證明
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故由數學歸納法得証，原式對於任意自然數均成立。▓
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附錄B-1 Proc. IS之流程圖
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圖 B.1 Proc. IS 之流程圖
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附錄B-2 Proc. PS之流程圖
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附錄B-3 移出之流程圖
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附錄B-4 1對1互換之流程圖
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附錄B-5 2對1互換之流程圖
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附錄C 維修時間範圍之決定

在進行第 7.2 節隨機實驗之前，我們必須先對維修時間 iX 之設定作說

明。假如維修時間設定的太大時，可能造成本研究的最佳維修乘數皆為 1，

也就是每台機器享有相同的維修週期，以某些程度而言這並非是品質佳的

答案，除此之外也有可能造成文獻提出之方法求得的最佳解無法產生可行

維修排程，如此一來則無法說明本研究提出之求解方法所得的答案之品質

較佳。相反地，假如維修時間設定的太小時，文獻提出之方法求得的最佳

解所產生的維修排程皆為可行排程，同樣無法說明本研究提出之求解方法

所得的答案之品質較佳。有鑒於此，我們將提出一套啟發式方法產生一組

維修時間。

我們運用經濟訂購批量(Economic Order Quantity, EOQ)得到最佳訂購

量的作法產生本研究問題之維修時間：令 TkT ii  ，式(3.1)將被改寫成式

(C.1)，如下所示：






















n

i
i

e
i

i

i

iii

n

i
i

e
i

i

i

iii
n

fT
e

v
T

Xfm
T
M

fTk
e

v
Tk

Xfm
T
MTkkZ

1

1
1

))(
1

(

))(
1

(),,,( 





n

i
ii TZ

T
M

1

)( (C.1)

其中

i
e

i
i

i

iii
ii fT

e
v

T
XfmTZ 


 )(

1
)( (C.2)

將式(C.2)對 iT 進行一階導數並令其為零，可得到

*1

1

1

1

)
)

1
(

()
)

1
(

( i
e

i

ie

i

iii
i T

v
e

e
m

v
e

e
XfmT 







  (C.3)

所以假設維修時間為

factorscalingTX ii _*  (C.4)

其中 factorscaling _ 為調整因子，也就是維修時間佔維修週期的百分比。

假設我們希望經由 Goyal 和 Kusy(1985)之方法求得的最佳解其可行維

修排程至少佔七成左右，則由數據分析的結果，參見表 C.2 所示，我們會
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依照表 C.1 所示，當作是設定維修時間的基準。因此，接下來我們會根據

表 C.1 所示，產生維修時間以進行第 7.2 節的隨機實驗。

表 C.1 調整因子之選擇基準

機器數n factorscaling _

3 0.4

5 0.225

7 0.1625

10 0.1125

25 0.046

50 0.0225

表 C.2 在 100 組隨機問題中可行解個數

factorscaling _ =0.5

M

n
50 100 200 500 750 1000

3 0 3 7 18 48 68

5 0 0 0 0 0 0

7 0 0 0 0 0 0

10 0 0 0 0 0 0

25 0 0 0 0 0 0

50 0 0 0 0 0 0
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表 C.2 在 100 組隨機問題中可行解個數(續)

factorscaling _ =0.4

M

n
50 100 200 500 750 1000

3 67 70 78 92 95 98

5 0 0 0 0 0 0

7 0 0 0 0 0 0

10 0 0 0 0 0 0

25 0 0 0 0 0 0

50 0 0 0 0 0 0

factorscaling _ =0.3

M

n
50 100 200 500 750 1000

3 94 90 92 100 99 100

5 0 0 1 5 21 26

7 0 0 0 0 0 0

10 0 0 0 0 0 0

25 0 0 0 0 0 0

50 0 0 0 0 0 0
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表 C.2 在 100 組隨機問題中可行解個數(續)

factorscaling _ =0.25

M

n
50 100 200 500 750 1000

3 100 100 100 100 100 100

5 47 42 57 75 80 84

7 0 0 0 0 0 0

10 0 0 0 0 0 0

25 0 0 0 0 0 0

50 0 0 0 0 0 0

factorscaling _ =0.225

M

n
50 100 200 500 750 1000

3 99 98 100 100 100 100

5 73 77 84 86 97 97

7 0 0 0 0 0 0

10 0 0 0 0 0 0

25 0 0 0 0 0 0

50 0 0 0 0 0 0
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表 C.2 在 100 組隨機問題中可行解個數(續)

factorscaling _ =0.2

M

n
50 100 200 500 750 1000

3 99 99 100 100 100 100

5 81 84 90 94 98 100

7 0 1 1 13 19 41

10 0 0 0 0 0 0

25 0 0 0 0 0 0

50 0 0 0 0 0 0

factorscaling _ =0.175

M

n
50 100 200 500 750 1000

3 100 100 100 100 100 100

5 97 93 100 98 99 100

7 48 44 63 79 76 89

10 0 0 0 0 0 0

25 0 0 0 0 0 0

50 0 0 0 0 0 0
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表 C.2 在 100 組隨機問題中可行解個數(續)

factorscaling _ =0.1625

M

n
50 100 200 500 750 1000

3 100 100 100 100 100 100

5 95 96 98 99 100 100

7 73 73 79 86 91 96

10 0 0 0 0 0 0

25 0 0 0 0 0 0

50 0 0 0 0 0 0

factorscaling _ =0.15

M

n
50 100 200 500 750 1000

3 100 100 100 100 100 100

5 98 98 99 100 100 100

7 85 84 91 94 98 95

10 0 0 0 0 0 2

25 0 0 0 0 0 0

50 0 0 0 0 0 0
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表 C.2 在 100 組隨機問題中可行解個數(續)

factorscaling _ =0.125

M

n
50 100 200 500 750 1000

3 100 100 100 100 100 100

5 100 100 100 100 100 100

7 100 100 100 100 100 100

10 37 38 38 51 66 78

25 0 0 0 0 0 0

50 0 0 0 0 0 0

factorscaling _ =0.1125

M

n
50 100 200 500 750 1000

3 100 100 100 100 100 100

5 100 100 100 100 100 100

7 100 100 100 100 100 100

10 66 69 67 78 86 96

25 0 0 0 0 0 0

50 0 0 0 0 0 0
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表 C.2 在 100 組隨機問題中可行解個數(續)

factorscaling _ =0.1

M

n
50 100 200 500 750 1000

3 100 100 100 100 100 100

5 100 100 100 100 100 100

7 100 100 100 100 100 100

10 92 92 91 97 97 100

25 0 0 0 0 0 0

50 0 0 0 0 0 0

factorscaling _ =0.05

M

n
50 100 200 500 750 1000

3 100 100 100 100 100 100

5 100 100 100 100 100 100

7 100 100 100 100 100 100

10 100 100 100 100 100 100

25 34 24 30 37 46 52

50 0 0 0 0 0 0
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表 C.2 在 100 組隨機問題中可行解個數(續)

factorscaling _ =0.046

M

n
50 100 200 500 750 1000

3 100 100 100 100 100 100

5 100 100 100 100 100 100

7 100 100 100 100 100 100

10 100 100 100 100 100 100

25 72 71 78 80 77 85

50 0 0 0 0 0 0

factorscaling _ =0.04375

M

n
50 100 200 500 750 1000

3 100 100 100 100 100 100

5 100 100 100 100 100 100

7 100 100 100 100 100 100

10 100 100 100 100 100 100

25 83 84 82 87 88 92

50 0 0 0 0 0 0
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表 C.2 在 100 組隨機問題中可行解個數(續)

factorscaling _ =0.025

M

n
50 100 200 500 750 1000

3 100 100 100 100 100 100

5 100 100 100 100 100 100

7 100 100 100 100 100 100

10 100 100 100 100 100 100

25 100 100 100 100 100 100

50 32 27 28 38 39 38

factorscaling _ =0.0225

M

n
50 100 200 500 750 1000

3 100 100 100 100 100 100

5 100 100 100 100 100 100

7 100 100 100 100 100 100

10 100 100 100 100 100 100

25 100 100 100 100 100 100

50 76 80 69 78 79 86
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表 C.2 在 100 組隨機問題中可行解個數(續)

factorscaling _ =0.02

M

n
50 100 200 500 750 1000

3 100 100 100 100 100 100

5 100 100 100 100 100 100

7 100 100 100 100 100 100

10 100 100 100 100 100 100

25 100 100 100 100 100 100

50 100 98 99 99 99 99


