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摘要摘要摘要摘要 

 

本文以臺指選擇權為例，模擬其價格評價之模型，以 Black-Scholes 模型為基礎進

行蒙地卡羅模擬法時，探討搭配各種降低變異數的方法：使用 Halton Sequences 取代隨

機數、動差配適模擬法（MMS）、反向亂數變異法（ARN）、控制變異法（CV）、反向

亂數結合控制變異法（ARNCV）、控制變異結合反向亂數變異法（CVARN）等六種，

並相互搭配，試圖找出最適合進行臺指選擇權模擬之模型。 
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第一章第一章第一章第一章  緒論緒論緒論緒論 

1.1研究背景與動機研究背景與動機研究背景與動機研究背景與動機 

選擇權是可以作多、可以作空；是一項可以讓投資人活用的投資工具，

它也可以作套利，不受市場多頭或空頭之影響，從市場盤整中獲利。不同

選擇權或選擇權和期貨、現貨搭配，所衍生出來之各種投資策略，更是千

變萬化。此外，選擇權也可以用來避險，具備期貨的功能，鎖定投資最大

損失或投資利潤。選擇權的原理簡單，特性靈活而且成本低廉，加上其演

化出來的各種千變萬化之投資策略，使得選擇權深受投資人的喜愛。基本

上，選擇權是一場零合遊戲，有人贏，必有人輸；必須善用分析工具，做

好研判，擬定策略並備妥因應措施，才能成為買賣選擇權的常勝軍。 

利率選擇權的評價模型發展已非常完善，以下簡單列舉一些常用之利

率模型： 

一、Black-Scholes Model 

這是最早的利率評價模型，自從 Black-Scholes（1973）提出選擇權評

價模型後，財務金融便邁入一個新紀元。而 Black-Scholes Model 必須假設

遠期利率為指數常態分配，但實際上利率或債券價格的走勢較符合隨機過

程，且 Black-Scholes Model 沒有考慮利率有回復均衡（Mean Reverting）的

特性，縱使容易計算，但需要一些假設成立之下才可用於計算利率選擇權

價值，所以將此模型限制放寬，就必須討論利率的期間結構模型（Term 

Structure Model），分為均衡模型及無套利模型兩類。 

二、Equilibrium Models 

最常使用的為單因子均衡模型（One-Factor equilibrium Models），其中

習慣上會使用 Vasicek 或 CIR（Cox, Ingersoll, and Ross）模型來進行利率選

擇權的定價。另外，雙因子均衡模型（Two-Factor equilibrium Models），以

Brennan and Schwartz（1982）及 Longstaff and Schwartz（1992）為代表。 

三、No-Arbitrage Models 

無套利模型設計可以與現在的利率期間結構一致，這是跟均衡模型最

大的差別，其中以 Ho and Lee 模型及 Hull and White 模型為代表。 

其中 Black-Scholes Model 有解析解，故本文針對 Black-Scholes Model，

有效使用蒙地卡羅模擬法作選擇權評價模擬，以期後續研究者針對現今其



 2 

他的利率評價模型及利率模型中市場參數的估計，在使用蒙地卡羅模擬

時，快速有效地降低變異數。 

蒙地卡羅模擬是數值方法的一種，最早由 Boyle 在 1977 年時應用到選

擇權評價上，主要概念乃是在風險中立的假設下，根據衍生性商品標的資

產價格變動之隨機過程，利用電腦抽取亂數，模擬出資產價格的多種可能

路徑，假設每一種路徑發生的機會相等之下，並根據選擇權的邊界條件

（Boundary Condition），求出選擇權到期時之價值，隨後將所有模擬得到

的到期價值加以平均，再以無風險利率折現到目前時點，進而求算出此衍

生性商品的理論價值。可以利用下列式子來表示： 

 

)],,([ 0 T

rT
SSfEeP L

−=  

 

其中P 為衍生性商品的理論價值，T 為到期日， ),,( 0 TSSf L 為衍生性商

品到期日的現金流量，其可能決定於標的資產 0t = 至T 的價格， )(•E 為風險

中立的期望值運算因子。 

相較於其他兩種常見的數值方法：樹狀圖法（Tree Structure Model）與

有限差分法（Finite Difference Methods），蒙地卡羅法最大的優點是可以處

理多維度（multi-dimensionality）問題，不但較具有彈性，且在評價路徑相

依或是其他新奇選擇權上也較有效率。然而收斂速度太慢，欲降低模擬誤

差就必須大量增加模擬次數，相當耗費時間與資源；另一方面，Papageorgiou 

and Traub（1996）指出傳統蒙地卡羅在模擬的過程中採用擬似亂數（Pseudo 

Random Numbers），缺點在於其隨機變數會有群聚（Clustering）的現象，

因為有些區域沒有樣本點，有些區域樣本點太過集中，這種群聚現象浪費

了觀察值，使得模擬誤差變大，影響評價效率；且蒙地卡羅模擬的樣本點

太少，其正確性是存疑的。因此這裡將以低差異序列（Low Discrepancy 

Sequences）取代擬似亂數，改善樣本點會有群聚現象的缺點，均勻地分配

每個樣本點，使得模擬誤差降低，而且只要少量的樣本點就可以達到和蒙

地卡羅需要大量的樣本得到相同的精確性。再加上使用相反變數法

（Antithetic Variable Technique）、控制變數法（Control Variable Technique）， 

期望有更佳的結果。 
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1.2論文架構論文架構論文架構論文架構 

本文架構如下：第一章介紹研究背景與動機；第二章是本論文所應具

備之數學知識，介紹數學上相關的基本定義及隨機過程（Stochastic 

Process）的觀念。第三章是選擇權簡介，包括臺指選擇權、買賣權關係及

評價模型。第四章是蒙地卡羅模擬法之文獻探討，列出過去與本研究相關

的文獻；及 Halton Sequences、降低變異法理論分析，亦即說明本文所需使

用的理論性質；第五章是實證分析。透過數據的支持，來分析各降低變異

法對結果的影響，作為選擇權評價的模擬依據與考量；最後第六章結論，

除了歸納本篇成果外，亦列出本篇研究未來可能之探討方向。架構如下圖

1.5.1。 
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本文摘要 

相關數學知識 

選擇權評價模型 

蒙地卡羅模擬法 

降低變異法理論性質 

實證分析 

結論 
 

圖 1.1 論文架構圖 

 

 

 



 5 

第二章第二章第二章第二章  數學知識數學知識數學知識數學知識 

    本章節為本論文所應具備之數學知識，介紹數學上相關的基本定義及

隨機過程（Stochastic Process）的觀念。 

 

2.1布朗運動與平賭布朗運動與平賭布朗運動與平賭布朗運動與平賭  

令 ( )PF ,,Ω 為一具有樣本空間（Sample Space）Ω和σ -algebra F 與機率

測度（Probability Measure）P之機率空間。 

 

定義定義定義定義 2.1  

令 ( ){ }0: ≥= ttXX 為隨機變數（Random Variable） ( )tX 之隨機過程；亦即，

對所有 ba < ， 

 

( ) [ ) ( ) ( ){ } baFbawtXwwtX <∀∈∈→Ω×∞ ,,,:,0:,                         

 

定義定義定義定義 2.2 

標準布朗運動（Standard Brownian Motion）有下列性質： 

1. ( ) 00 =W  a.s.；亦即， ( ){ } 10,0: ==wXwP 。 

2. 對所有w， ( )tW 為變數 t之連續函數，且 ( ) ( )tNtW ,0~ 。 

3. 若 nttt ≤≤≤= L100 ，則 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) nittNtWtWtWtW ii
dii

nn ,2,1,,0~,, 1
...

101 LL =−−− −−                    

 

定義定義定義定義 2.3 

若 ( ){ }IttF ∈: 為 family of sub-σ -algebra of F ， [ ] NTTI ∈= ,,,2,1,0 L 。若

( ) ( )tFsFtsIts ⊂≤∈ ,,, ，則 ( ){ }IttF ∈: 為一資訊流（Filtration）。 

 

定義定義定義定義 2.4 

隨機過程 ( ){ }0: ≥= ttXX 在 ( )PF ,,Ω 之機率空間下，若滿足 
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( )( ) ( )tFtX ⊂σ                                                       

 

則稱 ( )tX 為 ( )tF -可測（Measurable）。亦即， 

 

( ) ( ){ } ( ) batFbatX <∀⊂∈ ,,                                             

 

定義定義定義定義 2.5 

隨機過程 ( ){ }0: ≥= ttXX 在 ( )PF ,,Ω 之機率空間下，若符合下列條件： 

1. ( )( ) 0,|| ≥∞< ttXEP ； 

2. ( )tX 是 ( )tF -可測 0, ≥t ； 

3. ( ) ( )( ) ( ) tssXsFtXEP ≤≤= 0,| 。 

則稱 ( )tX 為P 測度平賭（P -martingale）。 

 

定理定理定理定理 2.1 

標準布朗運動 ( ){ }0: ≥= ttWW 具有平賭性質。 

 

證明：若 ts < ，則 ( ) ( )sWtW − 與 ( )sF 獨立且 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

( )sW

sWsWtWE

sFsWEsFsWtWE

sFsWsWtWEsFtWE

=

+−=

+−=

+−=

||

||

                          

 

若 ts ≥ ，則 ( ) ( )( ) ( )tWsFtWE =| 。因此 

 

( ) ( )( ) ( )stWsFtWE ∧=|                                           

 

定義定義定義定義 2.6 

令 { }nttt ,,, 10 L=Π 為[ ]T,0 區間的分割。定義分割的間距（Mesh）為 
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( )kk
nk

tt −=Π +
−=

1
1,,1,0

max
L

                                         

 

我們定義函數 f 在區間 [ ]T,0 的二次變異（Quadratic Variation）為 

 

( ) ( ) ( )∑
−

=

+
→Π

−=
1

0

2

1
0

lim
n

k

kk tftfTf                                    

 

定理定理定理定理 2.2 

令 ( )tW 為標準布朗運動， 0≥t ，則 ( ) TTW = 。換言之， 

 

( ) ( ){ } 1,: ==⋅Ω∈ TTwWwP                                      

 

證明：令 { }nttt ,,, 10 L=Π 為[ ]T,0 區間的分割，令 ( ) ( )kkk tWtWD −= +1
，又令 

 

( ) ( )∑∑
−

=

+

−

=

Π −==
1

0

2

1

1

0

2
n

k

kk

n

k

k tWtWDQ  

 

我們將會證明 

 

( ) 0lim
0

=−Π
→Π

TQ  

 

因為 

 

( )[ ]∑
−

=

+Π −−=−
1

0

1

2
n

k

kkk ttDTQ  

 

且 

 

( ) ( ) ( ) 1,,1,0,,0~ 11 −=−−= ++ nkttNtWtWD kkkkk L  
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則 

 

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

0

1

0

1

1

0

1

2

1

0

1

2

=

−−=

−−=









−−=−

∑

∑

∑

−

=

+

−

=

+

−

=

+Π

n

k

kkk

n

k

kkk

n

k

kkk

ttDVar

ttDE

ttDETQE

 

 

根據標準布朗運動的性質， ji ≠∀ ， iD 和 jD 是獨立的，所以 

 

( )kki ttD −− +1

2 和 ( )kkj ttD −− +1

2  

 

也是獨立的。因此 

 

( ) ( )[ ]

( )[ ]( )

( )[ ]( )

( ) ( )( )∑

∑

∑

∑

−

=

++

−

=

+

−

=

+

−

=

+Π

−+−−=

−−=

−−=









−−=−

1

0

2

1

2

1

4

1

0

2

1

2

1

0

1

2

1

0

1

2

2
n

k

kkkkkk

n

k

kkk

n

k

kkk

n

k

kkk

ttDttDE

ttDE

ttDVar

ttDVarTQVar

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( )

( )

T

tt

tt

tttt

ttDEttDE

n

k

kk

n

k

kk

n

k

kkkk

n

k

kkkkkk

Π=

−Π≤

−=

−−−=

−+−−=

∑

∑

∑

∑

−

=

+

−

=

+

−

=

++

−

=

++

2

2

2

3

2

1

0

1

1

0

2

1

1

0

2

1

2

1

1

0

2

1

2

1

4

 

（如果 ( )2,0~ σNX ，則 ( ) 44 3σ=XE ） 
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因為 

 

( )

( ) TTQVar

TQE

Π≤−

=−

Π

Π

2

0
 

 

因此 0→Π ，使得 ( ) 0→−Π TQVar ，所以 

 

( ) 0lim
0

=−Π
→Π

TQ  

 

註註註註 2.1 

因為 

 

( ) ( )( ) ( ) 0][ 1

2

1 =−−− ++ kkkk tttWtWE  

( ) ( )( ) ( ) ( )2

11

2

1 2][ kkkkkk tttttWtWVar −=−−− +++  

 

所以當 ( )kk tt −+1 很小時，則 ( )2

1 kk tt −+ 更小，因此我們得到 

 

( ) ( )( ) ( )kkkk tttWtW −≈− ++ 1

2

1  

 

也可以表示為 ( )( ) dttdW =
2  

 

2.2 The It ô  Calulus 

 

定義定義定義定義 2.7 測度測度測度測度（（（（Measure）））） 

 

[ ] [ ] ( ){ } [ ]( )PtFFTLTL Tt ,,,,,0:,0 ,0

22

∈Ω=  

( ) ( ){ } [ ]TttFtX ,0,{: ∈= 為隨機過程| ( ){ } [ ]TttX ,0∈ 是 ( )tF 測度平賭，且 

( ) }
0

2 ∞<




 ∫

T

dttXE  
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定義在 [ ]TL ,02 之範數（Norm）為 

 

( ) 




= ∫

T

T
dttXEX

0

22
:  

 

也就是所謂的 L
2
-norm。 

 

定義定義定義定義 2.8 

令 [ ]TL ,02∈δ 為一過程（Process），且 ( ){ }0: ≥= ttWW 為具有資訊流 ( )tF 的

布朗運動，並且具有下列性質： 

1. ( ) ( )tFsFts ⊂⇒≤ ； 

2. ( )tW 是 ( )tF -可測 t∀ ； 

3. 對於所有
nttt ≤≤≤ L1
， ( ) ( ) ( ) ( )11 ,, −−− nn tWtWtWtW L 與 ( )tF 都是獨立的。 

則我們定義 It ô  Integral 為 

 

( ) ( ) ( )∫=
t

udWutI
0
δ ， 0≥t  

 

2.2.1 2.2.1 2.2.1 2.2.1 The It ô  Calculus of Simple Function 

 

令 { }nttt ,,, 10 L=Π 為 [ ]T,0 區間的分割。假設 δ 在每個 [ ]T,0 的子區間

[ ]1, +kk tt ， 1,,1,0 −= nk L 中為一常數函數，我們稱δ 為 Simple Function。因此，

It ô  Integral 可寫成 

 

( )

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]











≤≤−++−

≤≤−+−

≤≤−

=

−−− nnnn ttttWtWttWtWt

ttttWtWttWtWt

tttWtWt

tI

111010

2111010

100

,

,

0,

δδ

δδ

δ

L

M
 

 

假設在一般情形下 1+≤≤ kk ttt  
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( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]∑
−

=

+ −+−=
1

0

1

k

j

kkjjj tWtWttWtWttI δδ  

 

可測性質： ( )tI 為 ( )tF 測度可測， 0≥∀t  

線性性質： ( )tI 為一線性函數 

 

證明：令 ( ) ( ) ( )∫=
t

udWutI
0
δ ， ( ) ( ) ( )∫=

t

udWutJ
0
γ ，則 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∫ +=±
t

udWuutJtI
0

γδ  

( ) ( ) ( ) cudWuctcI
t

,
0∫= δ 為常數 

 

平賭性質： ( )tI 具有平賭性質，在下面定理中，我們將證明 Simple Function

具有平賭性質。 

 

定理定理定理定理 2.3 

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]∑
−

=

+ −+−=
1

0

1

k

j

kkjjj tWtWttWtWttI δδ ， 1+≤≤ kk ttt  

 

具有平賭性質。 

 

證明：我們令 [ ]1, +∈ ll tts ， [ ]1, +∈ kk ttt 屬於不同區間且 ts ≤≤0 ，則 

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]∑

∑
−

+=

+

−

=

++

−+−+

−+−=

1

1

1

1

0

11

k

lj

kkjjj

l

j

llljjj

tWtWttWtWt

tWtWttWtWttI

δδ

δδ

 

 

則其條件期望值為 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∑∑
−

=

+

−

=

+ −=







−

1

0

1

1

0

1 |
l

j

jjj

l

j

jjj tWtWtsFtWtWtE δδ  

( ) ( ) ( )( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )( )llll tWsFtWEtsFtWtWtE −=− ++ || 1111 δδ ( ) ( ) ( )[ ]lsl tWtWt −= δ  

 

且 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )[ ] ( )[ ]∑

∑
−

+=

+

−

+=

+

−=









−

1

1

1

1

1

1

||

|

k

lj

jjjj

k

lj

jjj

sFtFtWtWtEE

sFtWtWtE

δ

δ

 

( ) ( ) ( )[ ] ( )( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]

0

|

||

1

1

1

1

1

=

−=

−=

∑

∑
−

+=

−

+=

+

k

lj

jjj

k

lj

jjjj

sFtWtWtE

sFtWtFtWEtE

δ

δ

 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ] ( )( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]

0

|

||

|

=

−=

−=

−

sFtWtWtE

sFtWtFtWEtE

sFtWtWtE

kkk

kkk

kk

δ

δ

δ

 

 

因此 

 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )sItWtWttWtWtsFtIE lsl

l

j

jjj =−+−=∑
−

=
+ δδ

1

0

1|  

 

定理定理定理定理 2.4 It ô  Isometry 

 

證明：假設 ktt = ，所以 

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑
=

+ −=
k

j

jjj tWtWttI
0

1δ  
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( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]∑∑

∑

<

++

=

+

=

+

−−+−=











−=

ji

jjiiji

k

j

jjj

k

j

jjj

tWtWtWtWtttWtWt

tWtWttI

11

2

0

1

2

2

0

1

2

2 δδδ

δ

 

 

因為 t∀ ， ( ) ( )[ ] 01 =−+ jj tWtWE ，且 ( ) ( )ii tWtW −+1
與 ( ) ( )

jj tWtW −+1 獨立，所以 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] 011 =−− ++ jjii tWtWtWtWE  

 

因此 

 

( )[ ] ( ) ( ) ( )( )[ ]∑
=

+ −=
k

j

jjj tWtWtEtIE
0

2

1

22 δ  

( )( )[ ]∑
=

+ −=
k

j

jjj tttE
0

1

2δ  （註 2.1） 

( )

( )




=















=

∫

∑ ∫
=

+

t

k

j

t

t

duuE

duuE
j

j

0

2

0

21

δ

δ
 

 

2.2.2 2.2.2 2.2.2 2.2.2 The General It ô  Integral 

 

令δ 為一過程且 

 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ∞→
=

T

n
n

T

tdWttdWt
00

lim δδ  

 

其中{ }∞

=1nnδ 為 Simple Process 數列。我們在後面的定理中說明此極限的存在。 

 

定理定理定理定理 2.5 

對所有 [ ]TL ,02∈δ ，存在一組 Simple Process{ }∞

=1nnδ ，使得 
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( ) ( )( ) 0lim
0

2
=





 −∫∞→

T

n
n

dtttE δδ  

 

證明：我們先定義 

 

n

n

k
kknn n

k
n

nn

≥
= 








<≤

−
+












 −
=∑ δ

δ
δ 11

2

12

1 22

1
 

 

其中 1 為標誌函數（Indicator Function）。因為 [ ]TL ,02∈δ ，所以 [ ]TLn ,02∈δ ，

且 nδ 為 Simple Process 數列，其中 1+≤ nn δδ 。若 ( ) ∞<ωδ ，當n足夠大時， 

 

( ) ( ) 0
2

1
→≤−

nn ωδωδ  

 

若 ( ) ∞=ωδ 時，則 ( ) ∞→= nn ωδ ，因為 L
2
-norm 的定義為 

 

( ) ∞<




= ∫

T

T
dttE

0

22
: δδ  

 

則 ( ) ( )( ) 0lim
0

2
=





 −∫∞→

T

n
n

dtttE δδ 。我們再定義 

 

( ) ( ) ( )∫=
T

nn tdWtTI
0

δ  

 

則 

 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) 












 −=− ∫

2

0
tdWttETITIVar

T

mnmn δδ  

( ) ( )( )




 −= ∫ dtttE

T

mn
0

2
δδ  （It ô  Isometry） 
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( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )




 −+





 −=





 −+−=

∫∫

∫
T

m

T

n

T

mn

dtttEdtttE

dtttttE

0

2

0

2

0

2

22 δδδδ

δδδδ
 

( )( )222
22 baba +≤+  

 

當n，m足夠大時， ( ) ( )[ ]TITIVar mn − 非常小。這確保數列 ( ){ }∞

=1nn TI 極限存

在。我們定義 

 

( ) ( ) ( )∫=
T

udWuTI
0

δ  

 

其中δ 為任意可測，二次可積（Square-Integrable）之過程。 

可測性：對 t∀ ， ( )tI 為F 可測 

線性：若 ( ) ( ) ( )∫=
t

udWutI
0
δ ， ( ) ( ) ( )∫=

t

udWutJ
0
γ ，則 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∫ +=±
t

udWuutJtI
0

γδ  

( ) ( ) ( ) cudWuctcI
t

,
0∫= δ 為常數 

 

平賭性質： ( )tI 為具有平賭性質 

It ô  Isometry： ( )[ ] ( )




= ∫

t

duuEtIE
0

22 δ  

 

2.2.3 2.2.3 2.2.3 2.2.3 It ô  Formula 

 

定理定理定理定理 2.6 It ô ’s Lemma 

若 ( )tW ， 0≥t 為標準布朗運動， f 為二次可微分函數，則 

 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )dttWftdWtWftWdf ′′+′=
2

1
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積分形式為 

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )dssWfsdWsWfWftWf
tt

∫∫ ′′+′+=
00 2

1
0  

 

證明：令 f 為無限可微分函數，由泰勒展開式知 

 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) L+′′′+′′+′=
32

!3

1

!2

1
tdWtWftdWtWftdWtWftWdf  

 

而 ( )( )3
tdW 、 ( )( )4

tdW 、...與 ( )( )2
tdW 相比之下可忽略，因此只需計算到 f ′′ ，故

只要求 f 為二次可微分函數，則上述式子可寫成 

 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )dttWftdWtWf

tdWtWftdWtWftWdf

′′+′=

′′+′=

!2

1

!2

1 2

 

 

寫成積分形式 

 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )dssWfsdWsWftWdf
ttt

∫∫∫ ′′+′=
000 2

1
 

 

或 

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )dssWfsdWsWfWftWf
tt

∫∫ ′′+′+=
00 2

1
0  

 

定義定義定義定義 2.9 幾何布朗運動幾何布朗運動幾何布朗運動幾何布朗運動 

幾何布朗運動（Geometric Brownian Motion）為 

 

( ) ( ) ( )
















−+= ttWStS

2

2

1
exp0 σµσ  
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其中µ 和 0>σ ，且為常數， ( )tW 為標準布朗運動。令 

 

( )( ) ( ) ( ) ( )
















−+== ttWStStWtf

2

2

1
exp0, σµσ  

 

因為 fft 







−= 2

2

1
σµ ， ( ) ff tW σ= ， ( ) ( ) ff tWtW

2σ= ，透過 It ô  Formula， 

 

( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( )tdWtSdttS

fdttfdWfdt

tWtdftdS

σµ

σσσµ

+=

++







−=

=

22

2

1

2

1

,

 

 

因此，幾何布朗運動的微分形式為 

 

( ) ( ) ( ) ( )tdWtSdttStdS σµ +=  

 

積分形式為 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ++=
tt

udWuSduuSStS
00

0 σµ  

 

2.3測度轉換測度轉換測度轉換測度轉換Cameron-Martin-Girsanov定理定理定理定理 

 

定理定理定理定理 2.7 Cameron-Martin-Girsanov 定理定理定理定理 

假設 Tt ≤≤0 ， ( )tW 為在一機率空間 ( )PF ,,Ω 上之布朗運動， ( )tF 為一資

訊流，且 ( ) [ ]TLt ,02∈λ ，我們定義一新測度Q  

 

( ) ∫=
A
MdPAQ ， FA∈∀  
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其中 ( ) ( ) ( ) ( ) 







−−= ∫∫

tt

dsssdWstM
0

2

0 2

1
exp λλ ，則下面過程 

 

( ) ( ) ( )∫+=
t

dsstWtW
0

~
λ  

 

為符合Q測度之布朗運動（Q  Brownian Motion）。 

 

定理定理定理定理 2.8 

令 ( ) [ ]{ }TttMM ,0: ∈= 為一隨機過程在一機率空間 ( )PF ,,Ω 上，及 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 







−−= ∫∫

tt

dsssdWstM
0

2

0 2

1
exp λλ  

 

則 ( )tM 為在P測度下之 ( )tF -可測。 

 

證明： 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )tdWtMt

dttdtttdWttMtdM

λ

λλλ

−=







+−−⋅= 22

2

1

2

1

 

 

則 

 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
0

|

|

|

=

−=

−=

tFtdWEtMt

tFtdWtMtE

tFtdME

P

P

P

λ

λ
 

 

註註註註 2.3 

在 Cameron-Martin-Girsanov 定理所提到之新測度Q是一機率空間。

FA∈∀ ， 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( )TME

dPM

dPMAQ

AP

TA

A
T

1

1

=

=

=

∫

∫

Ω
ωω

ωω

 

 

0≥∀t ， ( ) 0≥tM ，所以 ( ) 0≥AQ ， FA∈∀ 。若 A、 FB ∈ ， φ=BAI ，則 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )BQAQ

dPMdPM

dPMBAQ

B
T

A
T

BA
T

+=

+=

=

∫∫

∫
ωωωω

ωω
U

U

 

 

且 

 

( ) ( ) ( )

( )( )
( ) ( )( )

( )
1

0

0|

=

=

=

=

=Ω ∫Ω

M

FTME

TME

dPMQ

P

P

T ωω

 

 

註註註註 2.4 

 

FA∈∀ ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )AQA
A

EdQdQAQ 11 === ∫∫ Ω
ωωω  

 

同時， 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )TMEdPMAQ APTA 11 == ∫Ω ωω  

 

因此， ( ) ( )( )TMEE APAQ 11 =  
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引理引理引理引理 2.1 

若 X 為F -可測，則 Tt ≤≤0 ， 

 

( ) ( )( )tXMEXE PQ =  

 

證明：因為 ( )tM ， Tt ≤≤0 為P測度之平賭，所以 

 

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )[ ]
( ) ( )( )[ ]

( )( )tMXE

tFTMEXE

FtFTMXEE

TMXEXE

P

PP

PP

PQ

⋅=

⋅=

⋅=

⋅=

|

0||
 

 

引理引理引理引理 2.2 Baye’s Rule 

若 X 為 ( )tF -可測且 Tts ≤≤≤0 ，則 

 

( )( )
( )

( ) ( )( )sFtXME
sM

sFXE PQ |
1

| ⋅=  

 

證明： ( ) ( )tFsFA ⊂∈ ，因此 

 

( )
( ) ( )( )








⋅ sFtMXE

sM
E PAQ |

1
1  

( ) ( )( )[ ]sFtMXEE PAP |1 ⋅=  （引理 2.1） 

( )[ ]sMXE AP ⋅= 1          （定理 2.8） 

[ ]XE AQ 1=               （引理 2.1） 

( )( )[ ]
( )( )[ ]sFXEE

sFXEE

QAQ

AQQ

|1

|1

=

=
 

 

所以 
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( )( )
( )

( ) ( )( )sFtXME
sM

sFXE PQ |
1

| ⋅=  

 

定理定理定理定理 2.9 

依據 Cameron-Martin-Girsanov 定理，我們得到下列平賭性質 

 

( ) ( )( ) ( )sWsFtWEQ

~
|

~
= ， Tts ≤≤≤0  

 

證明：我們首先確認 ( ) ( )tMtW
~

為在測度P 下具有平賭性質。前面我們提到 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )tdWtMttdM

tdWdtttWd

λ

λ

−=

+=
~

 

 

因此 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

d W t M t W t dM t M t dW t dW t dM t

W t t M t dW t M t t dt M t dW t t M t dt

W t t M t M t dW t

λ λ λ

λ

= + +

= − + + −

= − +

% % % %

%

%

 

 

所以 Tts ≤≤≤0  

 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

|

| |

0

P

P P

E d W t M t F s

E W t t M t M t E dW t F t F sλ= − +

=

%

%  

 

下面我們使用 Baye’s Rule，對 Tts ≤≤≤0 ， 
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( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )

( )

|

1
|

1

Q

P

E W t F s

E W t M t F s
M s

W s M s
M s

W s

  

=

=

=

%

%

%

%

 

 

現在我們將證明 Cameron-Martin-Girsanov 定理，在此之前先證明

( )tW
~

， Tt ≤≤0 為一標準布朗運動，首先 

 

( ) ( ) ( ) 000
~ 0

0
=+= ∫ duuWW λ  

 

再者，因為 ( )tW 為連續函數 a.s.，故為一連續過程 a.s.，所以 ( )tW
~

為一連

續過程 a.s.。最後，令 

 

( ) ( )( ) ( )
0

t

X t u dW uθ λ= −∫ ， Rθ ∈  

 

因此 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2

2
0

0 0

1

2

1

2

X t X t

t tX t X X u X u

de e t dW t t dt

e e u e dW u u e du

θ λ θ λ

θ λ θ λ

 
= − + −  

= + − + −∫ ∫
 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )( )

2

0

2

1
1

2

1

2

tX t X u

P P

X t X t

P P

E e u E e du

d
E e t E e

dt

θ λ

θ λ

= + −

= −

∫
 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2 20

0 0

1 1
exp exp

2 2

t tX t X

PE e e u du u duθ λ θ λ
   

= − = −   
   
∫ ∫  

 

在Q測度下， ( )tW 之 Moment Generating Function 為 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }2

0 0 0

1
exp exp

2

W t W t

Q P

t t t

P

E e E M t e

E u dW u u du dW u

θ θ

λ λ θ

   =   

  
= − − ⋅  

  
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( ) ( )( ) ( ){ }2

0 0

1
exp exp

2

t t

Pu du E u dW uλ θ λ
   = − −     

∫ ∫  

( ) ( )( )

( )
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2
2
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1 1
exp exp

2 2

1
exp 1

2

t t

t

u du u du

u du du

λ θ λ

θ λ θ

   
= − ⋅ −   

   

 
= − + 

 

∫ ∫

∫ ∫
 

 

因此 

 

( ) ( ) 




− ∫ tduuNtW

t

Q ,~
0
λ  

 

換言之 

 

( ) ( ) ( ) ( )tNduutWtW Q

t

,0~
~

0∫+= λ  

 

由定理 2.9，我們知道 ( )tW
~

為Q -martingale，因此對於 Tttt n =≤≤≤= L100  

，則 ( ) ( ) ( ) ( )101

~~
,,

~~
−−− nn tWtWtWtW L 為獨立，呈常態分佈且 

 

( ) ( )1
0

Q i i
E W t W t −

 − = 
% %  

( ) ( )( )
2

1 1Q i i i iE W t W t t t− −
 − = −
  

% % ， 1,2, ,i n= L  
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第三章第三章第三章第三章  選擇權選擇權選擇權選擇權 

3.1選擇權之沿革選擇權之沿革選擇權之沿革選擇權之沿革 

1973年4月26日最早的選擇權交易所－芝加哥選擇權交易所（Chicago 

Board Option Exchange，CBOE）成立，當時只推出了十六種股票選擇權

（Stock Option）的買權（Call Option），一直到 1977 年才有賣權（Put 

Option）。至此選擇權的契約標準化了，交易有保障。其餘歐美國家於七十

年代末也開始推出選擇權交易，而新加坡國際金融交易所（Singapore 

International Monetary Exchange，SIMEX）於 1982 年開始交易選擇權，為

亞洲國家中最早。 

我國在 1997 年 9 月 4 日開始認購權證交易，其可被視為美式股票選擇

權的買權，兩者不同點在於認購權證距到期日期間比股票選擇權長，一般

而言，股票選擇權距到期日期間往往少於一年，而認購權證之距到期日期

間多於一年，這也是認購權證會產生股利發放的問題。後來政府為了更提

昇國內金融的競爭力，台灣期貨交易所在 2001 年 12 月 24 日推出了「臺灣

發行量加權股價選擇權」，為我國衍生性金融商品市場建立了另一個新的里

程碑，而股票選擇權也於 2003 年 1 月 20 日開放交易。 

 

3.2選擇權之簡介選擇權之簡介選擇權之簡介選擇權之簡介 

選擇權屬於一種契約，是一種「選擇的權利」，指當契約的買方付出權

利金（Premium）後，在特定期間內有權利向契約的賣方依契約載明的履約

價格（Exercise Price）買入或賣出一定數量的標的物（Underlying Assets）。

其距到期日期間多為三個月、六個月及九個月，發行人為交易所。 

若此權利為買進標的物，稱為「買入選擇權」（Call Option），簡稱「買

權」；若權利為賣出標的物，則稱為「賣出選擇權」（Put Option），簡稱「賣

權」。 

在選擇權交易上，對於買權、賣權皆可買進或賣出，因此可以區分為

四種交易方式：買進買權、買進賣權、賣出買權與賣出賣權。所以投資人

在進行選擇權的投資時，可以藉由同時買進或放空數種選擇權契約來獲得

足夠的保障與追求期望的獲利。 
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表 3.1 以買權為例，選擇權買賣交易之關係 

 買方（Long） 賣方（Short） 

對市場 

的預期 

預期多頭買進 Call（大漲） 

預期多頭賣出 Put（不跌） 

預期空頭買進 Put（大跌） 

預期空頭賣出 Call（不漲） 

權利與 

義務 

買方有執行契約的權利 

無義務 
賣方只有義務、無權利 

權利金 買方支付 賣方收取 

履行契約 決定權在買方 賣方無法要求買方履約 

最大獲利 無限獲利 權利金 

最大損失 權利金 無限損失 

 

選擇權的標的物幾乎涵蓋了所有的資產類別，包括一般實物商品、股

票、股價指數、外匯、期貨等。而選擇權契約的內容通常必須載明下列幾

項： 

1. 標的物（Underlying）：即為買賣雙方所要買賣的資產。在契約中必須

明確描述標的物的各項特性，以利於契約標準化，作為未來交易的依

據。選擇權依標的物可分為兩大類，其中一類為現貨（Cash），此類的

選擇權稱為「現貨選擇權」（Options on Futures）或「期權」。 

2. 單位契約數量：與期貨一樣，選擇權也有規定單位契約數量，而且隨著

不同種類的選擇權契約或不同交易所，或有不同的單位契約數量。 

3. 到期日（Expiration Date）：亦可稱為契約存續期間，即買方最後可執行

此契約之時點。一般的選擇權契約的到期日是由交易所依一定的規則訂

定，以利於選擇權之流通。 

4. 履約價格（Striking Price）：履約價格是選擇權買方在履約日期買賣特定

標的物所依據的價格，此價格通常是由交易所事先決定。同一種標的物

的選擇權契約，都有數個不同的履約價格，這些不同的履約價格常是依

照現貨或期貨價格再加減一定數額所定。但股票的市價是不斷波動，因

此如果高過此股票選擇權之最高履約價格或是低於履約價格，交易所會

再推出履約價格更高或更低的契約來滿足市場的需求。 

5. 權利金：即為選擇權之價值。對買方而言，由於擁有權利而非義務，自

然應付權利金；對賣方而言，因其提供權利，並有履約之義務，宜獲取

權利金。 
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6. 選擇權型態：買權或賣權。買權的買方有權利於到期日或到期日前，以

約定的價格、數量，買進標的物，而賣方有義務依約賣出該標的物；賣

權的買方有權利於到期日或到期日前，以約定的價格、數量，賣出標的

物，而賣方有義務依約買進該標的物。 

7. 履約時機：美式或歐式。在契約到期日之前的任何時點，買方可要求履

約之選擇權契約稱為美式選擇權(American Option)；而買方只能在契約

到期日當時點要求履約之選擇權契約稱為歐式選擇權(European 

Option)。 

 

此外，股票選擇權依股票價格與執行價格之關係，可分為價內、價平、

價外。當選擇權的買方會因為行使履約權利而獲利時，稱為價內選擇權

(In-the-money Option)。以買權來說，當買權的現貨價大於履約價時，該買

權屬價內買權；反之，若會因為行使履約權利而產生損失時，則稱為價外

選擇權(Out-of-the-money Option)。以買權來說，當買權的現貨價小於履約

價時，該買權為價外買權；當選擇權的買方不論是否行使履約權利，都不

會生利潤或損失的情形，則稱之為價平選擇權(At-the-money Option)。以買

權來說，當買權的現貨價與履約價相等時，則稱之為價平買權。賣權則與

買權相反。 

 

選擇權的價格就是權利金，不管將來投資人盈虧，皆不可要求退還權

利金，故為一沉入成本（Sunk Costs），且該價格會隨著到期日的逼近而趨

近於零。而權利金可分為兩個部分，對買權而言，現貨股價與履約價格的

差距稱之為內含價值(Intrinsic Value)，代表若選擇權在今日到期所呈現的

價值；剩下的部分為時間價值(Time Value)，指的是期望選擇權在到期日前

來到價平水準所願意支付的成本。 

 

3.2.1 3.2.1 3.2.1 3.2.1 臺灣股價指數選擇權臺灣股價指數選擇權臺灣股價指數選擇權臺灣股價指數選擇權    

 

表 3.2 臺灣證券交易所股價指數選擇權契約規格  

（資料來源為臺灣期貨交易所） 
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項目 內容 

交易標的 臺灣證券交易所發行量加權股價指數 

中文簡稱 臺指選擇權（臺指買權、臺指賣權） 

英文代碼 TXO 

履約型態 歐式（僅能於到期日行使權利） 

契約乘數 指數每點新台幣 50元 

到期月份 

自交易當月起連續三個月份，另加上三月、六月、

九月、十二月中二個接續的季月，總共有五個月份

的契約在市場交易 

履約價格間距 
三個連續近月契約：100 點 

接續之二個季月契約：200 點 

契約序列 

新到期月份契約掛牌時，以前一營業日標的指數收

盤價為基準，向下取最接近之一百點倍數推出一個

序列，另以此履約價格為基準，交易月份起之三個

連續近月契約，依一百點之履約價格間距上下各推

出三個不同履約價格之契約；接續之二個季月契

約，依二百點之履約價格間距上下各推出二個不同

履約價格之契約。契約存續期間，於到期日五個營

業日之前，遇下列情形時，即推出新履約價格契約： 

1. 當標的指數收盤指數達已上市近月契約之第三

高或第三低履約價格時，於次一營業日依履約

價格間距依序推出新履約價格契約，至履約價

格高於或低於前一營業日標的指數收盤指數之

契約達三個為止。 

2. 當標的指數收盤指數達已上市季月契約之次高

或次低履約價格時，於次一營業日即依履約價

格間距依序推出新履約價格契約，至履約價格

高於或低於前一營業日標的指數收盤指數之契

約達二個為止。 

權利金報價 

單位 

報價未滿 10點：0.1 點（5 元） 

報價 10 點以上，未滿 50 點：0.5 點（25 元） 

報價 50 點以上，未滿 500 點：1 點（50 元） 

報價 500 點以上，未滿 1000 點：5 點（250 元） 

報價 1000 點以上：10 點（500 元） 

每日漲跌幅 
以前一營業日臺灣證券交易所發行量加權股價指

數收盤價之百分之七為限。 

部位限制 

交易人於任何時間持有本契約之同一方未了結部

位合計數，應符合下列規定： 

1. 自然人 10000 契約 
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2. 法人機構 20000 契約 

3. 法人機構基於避險需求得向本公司申請放寬部

位限制 

4. 期貨自營商及綜合帳戶之持有部位不在此限 

所謂同一方未了結部位，係指買進買權與賣出賣權

之部位合計數，或賣出買權與買進賣權之部位合計

數。 

交易時間 
本契約之交易日與臺灣證券交易所交易日相同 

交易時間為營業日上午 8:45~下午 1:45 

最後交易日 各該契約交割月份第三個星期三 

到期日 最後交易日之次一營業日 

最後結算價 

以到期日臺灣證交所所提供依標的指數各成分股

當日交易時開始後十五分鐘內之平均價計算之指

數訂之。前項平均價係採每筆成交價之成交量加權

平均，但當日市場交易時間開始後十五分鐘內仍無

成交價者，以當日市價升降幅度之基準價替代之。 

交割方式 

符合本公司公告範圍之未沖銷價內部位，於到期日

當天自動履約，以現金交付或收受履約價格與最後

結算價之差額。 

 

臺灣股價指數選擇權在成立之初，由於對市場的不熟悉、投資者的觀

望以及交易手續費昂貴等因素，成交量並不大。經過一年多後，由下圖可

以清楚地發現成交量逐步增加，顯示市場的流通性已活絡。 
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圖 3.1 歷年臺指選擇權（TXO）日平均成交量示意圖 
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3.3影響選擇權價值的因素影響選擇權價值的因素影響選擇權價值的因素影響選擇權價值的因素 

為了對選擇權更進一步的探討，我們可以透過影響選擇權的主要因

素，來更深入的了解： 

 

表 3.3 各變數對選擇權價值的影響 

變數 歐式買權 歐式賣權 

標的股票價格 + - 

履約價 - + 

選擇權契約長度 不一定 不一定 

標的股價波動性 + + 

無風險利率 + - 
資料來源：John Hull（1997）,Options, Futures, and Other Derivatives, 

3
rd

ed., Upper Saddle River, N. J.：Prentice-Hall., pp157. 

 

1. 標的股票價格：購買選擇權時，所必須考慮的第一個因素為標的股票上

漲的機會，若股價上漲，選擇權價值也上升，而在理論的探討上，稱股

價的變動對選擇權價值變動的影響為 Delta。 

2. 履約價：選擇權的內含價值乃是股價和履約價之間的差距，故當履約價

越高，其內含價值越低，選擇權的價值也就越低。 

3. 選擇權契約長度：若契約長度越長，則選擇權會產生價內的機率越高，

越有機會獲利，所以選擇權的價值也越高。 

4. 標的股價波動性：標的股價的標動程度越大，則股價大漲或大跌的機率

也越大，但因為選擇權具有風險與報酬不對稱的性質，所以在下跌風險

有限的情況下，波動性越大，價內的機率越大，選擇權的價值也越高。 

5. 無風險利率：利率代表資金成本，利率越高，會使得履約價的現值降低，

也就是說持有選擇權的人在未來現金流量之現值會下降，由於履約價是

選擇權持有人潛在的債務，故利率上升，將來債務的現值降低（資金成

本減少），所以目前的選擇權價值會上升。 

 

3.4買權賣權平價關係買權賣權平價關係買權賣權平價關係買權賣權平價關係（（（（Put-Call Parity）））） 

表面上看起來買權和賣權是不同的權利，但是兩者在價格上卻有密切

的關係，這一個關係在選擇權定價上扮演很重要的角色。 
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假設某一標的資產的買權與賣權同時存在，考慮下面的投資組合：買

進一張價格 S 之標的資產，再買進一張該標的資產之賣權，價格為 P；與賣

一張該標的資產之買權，價格為C `,設此投資組合付出金額為 Π。 

 

CPS −+=Π  

 

並假設買權與賣權兩者之履約價格E 和履約日期T 均相同，所以當履約

日期到達時，其損益 ( )ΠPayoff 為 

 

( ) ( ) ( )0,max0,max ESSESPayoff −−−+=Π  

 

此時有兩種損益情形： 

若標的資產市價小於或等於履約價格 ( )ES ≤ 時， 

 

( ) ( ) ESESPayoff =−−+=Π 0  

 

若標的資產市價高於履約價格 ( )ES > 時， 

 

( ) ( ) EESSPayoff =−−+=Π 0  

 

也就是在履約日期到達時，Π之收益恆為 E 。因此在沒有任何風險，無套

利空間的情況下，E應是將Π放在銀行，以無風險利率 r，在[ ]Tt, 之間連續

複利之本利和，即 

 

( )
Ee

tTr =Π −  

 

如果 ( )
Ee

tTr >Π − ，則馬上賣出此投資組合，將資金放在銀行，在 Tt = 時，

有 ( )
Ee

tTr −Π − 之套利，此與無套利原則衝突；反之，若 ( )
Ee

tTr <Π − ，則馬上向

銀行借款投資在此組合上，在 Tt = 時獲利 ( )tTr
eE

−Π− ，亦與無套利空間矛盾，



 31 

故證明上面等式成立，即 

 

( )tTr
EeCPS

−−=−+  

 

此即為買權與賣權之平價關係（Put-Call Parity），買權價格與賣權價格差等

於股價減去履約價格之折現值；換言之，若買權價格已知，利用此公式可

求得買權價格，反之亦然。 

 

3.5 Black-Scholes    選擇權評價模型選擇權評價模型選擇權評價模型選擇權評價模型 

選擇權評價模型的採用上，一般常使用 Black-Scholes 模型

(Black-Scholes Option Pricing Models，簡稱 B-S 模型)，該模型自發表

後便受到各界廣泛地討論與應用，為許多選擇權評價模型之基礎，故本研

究使用 B-S 模型作為理論價格計算的工具。 

Black-Scholes 選擇權評價模型是由兩位美國學者 Fischer Black 與

Myron Scholes 於 1973 年利用「無存在套利機會」的觀念所推導出的選擇

權評價模型，即利用買入股票及賣出股票選擇權的方式，建構出一個無風

險的投資組合。在市場均衡與風險中立下，承擔相同的風險應得到相同的

報酬，否則即有套利機會，因此此投資組合的報酬率應該與投資無風險資

產所得之報酬率相同。根據此無套利原則，在理想的市場環境及一些基本

假設下，導出 Black-Scholes 模型。 

Black-Scholes 模型的目的在給予投資人做選擇權買賣決策時的價值

依據。由於此模式的誕生，促進了衍生性金融商品的快速發展。迄今，不

論是在學術或實務應用的領域中，B-S 選擇權評價模型皆普遍被認可且成

為選擇權合理價格的評斷依據。而 Black 更因此在 1997 年獲得了諾貝爾經

濟學獎的殊榮。 

Black-Scholes 模型有七點基本假設： 

1. 標的資產價格呈對數常態分配(Lognormal Distribution)，而標的資產

價格的變動服從幾何布朗運動(Geometric Brownian Motion)； 

2. 該資本市場為一完全競爭市場，不存在稅賦、交易成本與放空成本； 

3. 標的資產可以無限制地分割； 
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4. 市場中不存在套利的機會； 

5. 選擇權只有在到期時才可履約(歐式選擇權)； 

6. 在選擇權存續期間中，無風險利率與波動性為已知常數； 

7. 無現金股利或股票股利的發放。 

上述七項基本假設，大多數的假設都與真實市場的情況不符合，例如：

股價報酬一般並非常態分配、市場存在有諸多的交易障礙(如：手續費、交

易稅)，並充斥著套利機會、標的資產難以無限分割、無風險利率及波動性

並非為固定不變，其中波動性更是難以捕捉。然而，此模型之主要目的在

於提供一個可茲參考之依據，故其貢獻還是不可抹滅的。 

Black-Scholes 首先假設未來之股價行為遵循下列的隨機過程 

 

tttt WdSdtrSdS ˆ+=  

 

其中
tS 為在時間 [ ]Ttt ,0, ∈ 之股價， r為無風險年利率， tŴ 為 Q-布朗運動。 

由 It ô  Formula 知 

 

tWtr

t eSS
ˆ

2

1

0

2 σσ +







−

=  

 

令 ( )tStf , 為歐式買權，及 tΠ 為在時間 [ ]Ttt ,0, ∈ 之投資組合，因無套利空

間，故 

 

( ) ( ) ( )( )tTQ

tTr

tt FSTfEeStf |,, −−=Π=  

 

其中 Q 為風險中立機率空間，如 ( ) ( )TT SfSTf =, ，則 

 

( )
( )














=Π

−+−







−

−−

t

WtTr

tQ

tTr

t FeSEe
tT

|
ˆ

2

1 2 σσ
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令 θ=− tT ，則 

 

( )t

t

Wr

tQ
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其中 

( ) ( )∫
∞+
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


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
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−


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π
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因為此為歐式買權，則 

 

( ) ( ) ( )+
−=−= KSKSSf TTT 0,max  

 

其中K 為歐式買權之履約價格，即 
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首先我們計算 
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所以 
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令 12 dd =+ θσ 及 
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得 

 

( ) ( ) ( )21, dNKedxNxtf
rθ−−=  

 

其中N 即為累積常態分配函數， 
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tTdd −−= σ12  

 

同理，歐式賣權為 

 

( ) ( ) ( )12, dxNdNKextf
r −−−= − θ  

 

在 Black-Scholes 模型中，我們更可清楚的看出影響選擇權價格的主

要因素有股票價格、履約價格、選擇權契約長度、股價波動性及無風險利

率。 
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第四章第四章第四章第四章  蒙地卡羅模擬法蒙地卡羅模擬法蒙地卡羅模擬法蒙地卡羅模擬法 

4.1文獻回顧文獻回顧文獻回顧文獻回顧 

Papageorgiou and Traub（1996）指出傳統蒙地卡羅在模擬的過程中採

用擬似亂數（Pseudo Random Numbers），缺點在於其隨機變數會有群聚

（Clustering）的現象，因為有些區域沒有樣本點，有些區域樣本點太過集

中，這種群聚現象浪費了觀察值，使得模擬誤差變大，影響評價效率；且

蒙地卡羅模擬的樣本點太少，其正確性是存疑的。 

P. Boyle, M. Broadie and P.Glasserman(1997)討論近代蒙地卡羅模擬法

應用於衍生性金融商品的問題，試圖提出改善蒙地卡羅模擬法效率不彰的

方法。如一些降低變異量(Variance Reduction)的方法，其中包含低差異數

列法（Low Discrepancy Sequences），並討論如何應用於美式選擇權商品的

評價上。 

S. Galanti and A. Jung(1997)是應用低差異數列法於數種路徑相依的選

擇權商品中，包含障礙選擇權(Barrier Option)、亞洲選擇權(Asian Option)

及回顧選擇權(Look-Back Option)三種，並認為 Moro(1995)轉換法優於

Box-Muller 轉換法(Press et al.,1992)，故應用於將介於[0,1]間均勻分佈的

隨機亂數，加以轉換為標準常態隨機亂數。 

G. Okten and W. Eastman(2004)使用較簡單的歐洲及亞洲選擇權，進行

傳統蒙地卡羅模擬法與低差異性數列方法的比較，結果發現後者不僅可以

降低誤差，而且可以增進效率性。此外亦發現，欲將介於[0,1]間均勻分佈

的隨機亂數，加以轉換為標準常態隨機亂數，在轉換方法的選擇上，

Box-Muller 轉換法則優於一般統計上的轉換方法。 

由國外的文獻中可發現，在近幾年來，低差異性數列法的發展，廣受

研究學者的引用，更甚者，將傳統蒙地卡羅模擬法與典型的低差異性數列

法加以合併，以達最佳的績效，此類數值的方法，亦被廣泛應用在各種複

雜的衍生性金融商品上。W. Eastman et al.(2004)則定義低差異性數列法不

可看作隨機過程，此數列的產生，乃取決於最佳的均勻配適。 

    

4.2蒙地卡羅法模擬法蒙地卡羅法模擬法蒙地卡羅法模擬法蒙地卡羅法模擬法（（（（Monte Carlo Simulation））））簡介簡介簡介簡介 

蒙地卡羅模擬法是極有彈性，主要根據標的資產價格的隨機過程，形
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成標的資產，利用電腦隨機抽樣，模擬出幾百次至幾萬次的可能資產價格

之路徑，再轉換成可能的買權或賣權之價值，再將幾千次之買（賣）權平

均，便可以得到買權或賣權在發行日之價值 

 

∑
=

−− =>−=
n

i

i

rT

TT

rT
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n
eKSKSEeC

1

1
)|(  

 

其中 TS 為到期日股價、K 為履約價、r為無風險利率、 iC 為每次模擬的選擇

權價格及n為模擬次數。因此，進行蒙地卡羅模擬法的步驟如下： 

步驟一：選定標的資產價格產生模型、平均數及標準差。 

步驟二：抽取隨機亂數，產生下一期股價，如此一直循環產生一條股價路

徑及到期日股價。 

 

)1,0()5.0(
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tt eSS
∆+∆−

−= σσ  

 

其中 1−tS 為前一期股價、σ 為資產價格標準差及 t∆ 為股價的間隔時間。 

步驟三：依據選擇權到期的定義，求期末選擇權價值，如歐式買權為

),0max( KST − ，或歐式賣權為 ),0max( TSK − 。 

步驟四：將上述步驟二及三重複N 次，求 N 次選擇權的平均值。 

步驟五：以無風險利率將平均值折現，即為選擇權發行日之價值。 

 

4.2.1 Box4.2.1 Box4.2.1 Box4.2.1 Box----Muller MethodMuller MethodMuller MethodMuller Method    

先造出兩個亂數 ( )21,uu ，由 Box-Muller Method 的方法我們可以轉換為

兩個獨立的常態變數（Standard Normal Variates） ( )yx, ，方法如下： 

 

( ) ( )21 2coslog2 uux π−=  

( ) ( )21 2sinlog2 uuy π−=  

 

＜證＞ 
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透過極座標，設 ( ) ( )θθ sin,cos, rryx = 且 θrdrddxdy = ，則在二維平面上機

率累積密度函數為 

 






















=

=

=

−

−

+
−−−

rdre

rdrde

dxdyedxdyee

r

r

yxyx

2

2

222

2

2

2222

2

2

1

2

1

2

1

2

1

π

θ

θ
π

πππ

 

 

主幅角
π

θ

2
2 =u 為一均勻分佈（Denisity： 2

2r

re
−

；Distribution： 11 1 uu −→ ）， 

所以 

 

( ) 2

0

2
1

22

11

r
r

u

euduerpu
−−

−===− ∫  

 

( ) ( )11

1 log2 uupr −== −  

 

因此，我們透過 ( ) ( ) ( )yxruu ,,, 21 →→ θ ，即可把平面上均勻分佈的點轉換為平

面上常態分佈的點。 

 

4.34.34.34.3 The Halton Sequences 

我們先造在區間[0,1]之一維度 Halton Sequences。此序列的元素由

下列式子計算： 

 

∑
∞

=

−−=
0

1

,

k

k

iki pnx  

 

其中 0>i ， 2=p ，且 
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Ν∈<≤=∑
∞

=
ikik

k

k

ik npnpni ,,,

0

, ;0;  

 

例如： 

( )

( )

( )

0,1 ,1

1,2 ,2

0,3 1,3 ,3

1 1, , 0, 0

2 1, , 0, 1

3 1, , 0, 1

k

k

k

i n n k

i n n k

i n n n k

= ⇒ = = >

= ⇒ = = ≠

= ⇒ = = = >

L L

L L

L L

 

 

因此我們可以得到這樣的序列 L,
8

5
,

8

1
,

4

3
,

4

1
,

2

1
。若擴展到維度

dj ,,1L= ，則定義 j

ix 為 ∑
∞

=

−−=
0

1

, )(
k

k

jik

j

i pjnx ，其中 jp 是由小排列到大的第 j個質

數，此時 

 

jjnpjnpjni ikjik

k

k

jik ∀Ν∈<≤=∑
∞

=

)(;)(0;)( ,,,

0

,  

 

例如用 21 =p ， 32 =p ，可以得到二維 Halton Sequences： )
3

1
,

2

1
( ，

)
3

2
,

4

1
( ，…。 

圖4.1是各取100個點的擬似亂數（Pseudo-Random Numbers）與Halton 

Sequences，可以清楚的比較二維的擬似亂數（Pseudo-Random Numbers）

與 Halton Sequences 的優劣，看出 Halton Sequences 比較均勻，比較無

群聚現象。另外，利用蒙地卡羅法，並使用 Halton Sequences 取代隨機數，

模擬半徑為一的圓面積，如圖 4.2 所示，發現使用小質數較有效逼近近似

值，故本文取最小的質數在使用 Halton Sequences 取代隨機數，作選擇權

評價模擬。 
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圖 4.1 比較二維的擬似亂數（Pseudo-Random Numbers）與 Halton Sequences 
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圖 4.2 模擬半徑為一的圓面積 

 

4.4降低變異降低變異降低變異降低變異（（（（Variate Reduction）））） 

假設我們欲估計的選擇權價格為θ，可藉由蒙地卡羅法產生出一組獨立

且有相同分佈的數列{ }L,3,2,1, =iX i ，其中 iX 為一組常態的隨機樣本，平均

數為θ ，標準差為 2σ 。 

因此我們可用 X  

 

∑
=

=
n

i

i

n

X
X

1

 

 

來估計θ ，其中 )(XE=θ ，變異數為 

 

n
n

nn

Xn

i

i

2
2

2
1

1
var

σ
σ ==








∑

=

 

 

標準差為
n

σ
。若欲使蒙地卡羅法的收斂速度加快，則須使

n

σ
越小越好，

3.1000

3.1200

3.1400

3.1600

3.1800

3.2000

3.2200

3.2400

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

模擬次數

π 2 13 29 53 89 97
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此時可用增加模擬路徑 n，使收斂速度趨快。因此若欲使模擬出的估計值

其準確度增為 10 倍（誤差降低一個百分點），則必須增加模擬的路徑數達

100 倍（試行次數必須增加 100 次）才可以，如此在運算上更為緩慢、無

效率，因此各種降低變異數的方法因應而生。 

 

4.4.14.4.14.4.14.4.1 動差配適模擬法動差配適模擬法動差配適模擬法動差配適模擬法（（（（Moment Matching SimulatiMoment Matching SimulatiMoment Matching SimulatiMoment Matching Simulationononon，，，，MMSMMSMMSMMS））））    

在 Black-Scholes 模型，我們需要符合標準常態分配的隨機亂數以進

行蒙地卡羅模擬，因此動差配適模擬法的做法是將一組從標準常態分配中

抽取出的隨機樣本做一轉換，使其一階動差、二階動差，甚至更高階的動

差皆能符合標準常態分配的特性。假設 ( )Nii ≤≤1ω 為自標準常態分配中抽取

的隨機樣本，為了配適其一階動差及二階動差，計算出隨機樣本的平均值

為m 與標準差 s，接著定義調整過後的樣本 ( )Niyi ≤≤1 為 

 

( ) µ
σ

+−=
s

mwy ii  

 

其中 µ 與 σ 分別為母體的平均數與標準差，由於母體為標準常態分配

（ 0=µ ， 1=σ ），故上式可簡化為 

 

s

mw
y i

i

−
=  

 

隨機樣本經過轉換後皆符合了標準常態分配，其期望值為 0，標準差

為 1，接著用此轉換過的樣本進行模擬，可降低其變異程度。 

 

4.4.24.4.24.4.24.4.2 反向亂數變異法反向亂數變異法反向亂數變異法反向亂數變異法（（（（Antithetic Antithetic Antithetic Antithetic Random NumbersRandom NumbersRandom NumbersRandom Numbers，，，，AAAARNRNRNRN））））    

反向變異法是最常用降低變異的方法，此法是因為要創造一個與原來

資產完全負相關的同等資產，故稱為反向變異法，而其中被創造出的資產

稱為相反變量。 

反向變異法的概念為假設第一個選擇權的價值 1θ 是由常態亂數表中隨



 43 

機抽取計算而得，而其相反變量的價值 2θ ，則由同一組常態亂數表加上負

號來當作此相反變量的常態亂數表，再隨機抽取計算而得，意即兩組亂數

表的符號是相反的。最後所欲模擬的選擇權價值θ 為 

 

2

21 θθ
θθ

+
==  

 

其變異數為 

 

( )

( ) ( ) ( )

1 2

1 2 1 2

var var
2

1
var var 2cov ,

4

θ θ
θ

θ θ θ θ

+ 
=  

 

 = + + 

 

其中 ( ) ( ) 2

21 varvar σθθ == ，且因為 1θ 與 2θ 呈現高度負相關， ( )1 2cov , 0θ θ < ，因此 

( ) ( ) ( ) 2

1 2

1 1
var var var

4 2
θ θ θ σ ≤ + =   

 

我們得到使用此方法可以降低二分之一以上的變異數。此一方法之所

以有效，是因為某個被高估的選擇權價值由反向變異法所求得之相反變量

的價值往往會低估實際價值，反之亦然。因此將兩值平均後可降低估計值

的標準差，進而提高準確程度，不需增加模擬路徑數即可有效降低變異。 

 

4.4.34.4.34.4.34.4.3 控制變異法控制變異法控制變異法控制變異法（（（（Control VariateControl VariateControl VariateControl Variate，，，，CVCVCVCV））））    

控制變異法是欲找出一個與標的物有相關的選擇權作為控制變異量，

此控制變異量須具備兩個條件： 

1. 控制變異量必須與進行模擬的選擇權價格性質相近。 

2. 控制變異量的理論值具有公式解。 

當我們進行選擇權模擬時，必定先得到股價的變化，因此選擇權的價

格與股價基本上是相關的，我們利用此一特性來進行選擇權價格的修正。 

假設欲估計的選擇權價值為 Aθ ，而我們找到另一控制變異量，其已知

的價值為 Bθ ， Aθ 與 Bθ 皆由蒙地卡羅模擬出來的估計值，變異數分別為 2

Aσ 與
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2

Bσ ，修正後的選擇權估計值定義為 

 

[ ]( )A A B Bc Eθ θ θ θ∗ = + −  

 

其中c為一調整參數。然而不是任意的c值，皆能降低變異數，因此欲得到

最小的變異數，必須當 

 

( )*

2

cov ,A B

B

c
θ θ

σ
= −  

 

因此，其變異數為 

 

( ) [ ]( )* *
var varA A B Bc Eθ θ θ θ = + −   

( ) [ ]( )
2

2 * 2 *2 cov ,
A B A B B

c c Eσ σ θ θ θ= + + −  

( ) ( )
[ ]( )

2

2 2

2 2

cov , cov ,
2 cov ,

A B A B

A B A B B

B B

E
θ θ θ θ

σ σ θ θ θ
σ σ

   
= + − + − −   

   
 

( ) ( )2 2

2

2 2

cov , cov ,
2

A B A B

A

B B

θ θ θ θ
σ

σ σ

   
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   
 

2 2 2

,2

2

A B A B

A

B

ρ σ σ
σ

σ

 
= −   

 
 

( )2 2

,
1

A A B
σ ρ= −  

 

因為 2

,0 1 1A Bρ≤ − ≤ ，所以若控制變異量與欲估計的選擇權之間相關性越

大時，也就是相關係數 ABρ 越大，則所削減的變異量也越大。 

 

4.4.44.4.44.4.44.4.4 降低變異法之結合降低變異法之結合降低變異法之結合降低變異法之結合    

我們結合上面兩種方法得到另外兩個降低變異數的方法。其一為以反

向變異法的架構結合控制變異法（ARNCV），意指先使用控制變異法得到
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一個選擇權價格，再取第一次所使用隨機亂數的相反隨機亂數進行控制變

異法，如此可得到兩個選擇權價格，再加以平均得到我們所求的選擇權價

格。同時我們也使用動差配適模擬法搭配來進行模擬。 

其變異數為 

 

( ) 1 2var var
2

ARN CV

θ θ
θ +

+ 
=  

 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2 1 2

1 1 2

1

1
var var 2cov ,

4

1
var cov ,

2

1
var

2

θ θ θ θ

θ θ θ

θ

 = + + 

 = + 

<

 

 

故此方法可以降低原來一半以上之變異數。 

另一個方法是以控制變異法的架構結合反向變異法（CVARN），即先

利用相反亂數得到兩組選擇權價格與股價，再帶入控制變異法的架構中，

求出新的選擇權價格。 

 

其變異數為 

 

( ) ( )( )2

,
var var 1

CV ARN ARN ARN B
θ θ ρ+ = −  

( )21 2
,var 1

2
ARN B

θ θ
ρ

+ 
= − 

 
 

( )( )( )2 2 2

1 2 1 2 ,

1
2cov , 1

4
ARN B

σ σ θ θ ρ= + + −  

( )( )2 2 2

1 2 ,

1
1

4
ARN Bσ σ ρ< + −  

( )( )2 2

1 ,

1
1

2
ARN Bσ ρ= −  

2

1

1

2
σ<  
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同理，使用此方法可降低原來一半以上之變異數。 

下圖為本文將互相搭配各種降低變異法進行模擬的架構圖。 
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圖 4.3 降低變異法之搭配 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 47 

第五章第五章第五章第五章  實證實證實證實證分析分析分析分析 

在本文中，我們選擇以臺灣期貨交易所發行之臺灣證券交易所發行量

加權股價指數（簡稱臺指選擇權）為研究對象。以臺指買權進行契約長度

分別為一個月及三個月的蒙地卡羅模擬，並利用降低變異法來進行實證研

究。 

在以蒙地卡羅模擬法求出各現貨價後，即可以實際選擇權價格來予以

進行實證分析，並藉由各方法所求出的理論價格與實際價格的誤差程度，

來予以判定哪一各方法才是整體而言（Overall）較為適合臺指選擇權現階

段的評價模型。而其中誤差程度的衡量方式，本研究將採用均方根誤差

（Root Mean Square Error，RMSE） 

 

∑
=








 −n

i

i

P

PP

n 1

2
1

 

 

其中 P 為實際買權的價格， iP 為每次模擬的價格。並根據此一指標來

予以判定與比較各方法之選擇權平價的優劣。 

 

5.1資料來源與說明資料來源與說明資料來源與說明資料來源與說明 

臺灣期貨交易所於 2001 年 12 月正式推出臺股指數選擇權，而接著於

2003 年一月再推出以個別上市公司之普通股股票為標的之股票選擇權，而

選擇權之到期期間大多為少於一年。其交易量正隨著市場開放、資訊公開

而逐年增加。根據臺灣期貨交易所所公佈之「臺灣證券交易所股價指數選

擇權契約規格」得知，臺指選擇權履約型態為歐式，市場上所交易之契約

長度為當月起連續三個月份之近月契約，加上三月、六月、九月及十二月

中兩個接續的季月之季月契約，總共有五個月份的契約在市場交易。每個

契約最後交易日為各契約交割月份第三個星期三，而隔日為到期日。最後

結算價則是以到期日臺灣證券交易所所提供當日交易時間開始後十五分鐘

內之平均加權指數為依據。 

本文選擇契約長度分別為一個月及三個月進行模擬，以 2006 年 6 月

15 日及 8 月 17 日為到期日，再依契約長度推算，以 5 月 15 日及 5 月 17
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日為契約購買日，並查出當時加權指數及選擇權價格。下表為模擬兩種長

度不同履約價之臺指買權基本數據。 

 

表 5.1 模擬選擇權之數據 

購買日 
到期日 

（契約長度） 
加權指數 履約價 

無風險 

利率 
波動性 

市場選擇 

權價格 

2006/05/15 
2006/06/15 

（一個月） 
7176.35 7000 1.565％ 19.65％ 270 

2006/05/15 
2006/06/15  

（一個月） 
7176.35 7200 1.565％ 19.65％ 156 

2006/05/18 
2006/08/17 

（三個月） 
7034.03 7000 1.635％ 18.75％ 297 

2006/05/18 
2006/08/17 

（三個月） 
7034.03 7200 1.635％ 18.75％ 203 

 

5.2模擬結果模擬結果模擬結果模擬結果 

5.2.1~5.2.4 各個附圖顯示出，在短短模擬次數只有 5000 次內的情況

下，兩個不一樣契約長度及不一樣履約價買權而言，所有使用降低變異數

的方法，其均方根誤差已趨近小於 0.1％，效果明顯。而且使用 Halton 

Sequences 取代隨機數，並搭配降低變異數法進行模擬，更可降低誤差，大

約於模擬近 2500 次時，均方根誤差已趨近於再多作模擬到 5000 次的結果。 

以 2006/05/15~2006/06/15（履約價 7000）模擬結果為例，蒙地卡羅

法搭配降低變異數法和使用 Halton Sequences 取代隨機數，共使用 20種不

同搭配模擬，以五個比較圖表示之。圖 5.1 顯示蒙地卡羅法並加以使用

Halton Sequences 取代隨機數，與動差配適模擬法（MMS）搭配的比較結

果，此兩者的結合使用比個別使用，更可達到最佳的效果。接著以圖 5.1

為基礎，搭配反向亂數變異法（ARN）、控制變異法（CV）、反向亂數結合

控制變異法（ARNCV）、控制變異結合反向亂數變異法（CVARN）分別產

生圖 5.2~圖 5.5 之比較圖。 

由圖 5.2~圖 5.5 可見，當每一種方法去搭配動差配適模擬法時，皆能降低

原方法模擬的均方根誤差，表示可以不單獨使用動差配適模擬法，同時搭

配其他降低變異數的方法，在降低變異數上產生更好的效果。此外，搭配

每一種降低變異法的模擬趨勢，與圖 5.1 是相同的，也就是在加上 Halton 
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Sequences 取代隨機數，與動差配適模擬法（MMS）的結合使用達到的效

果是最佳的，無一例外。 

5.2.1 2006/05/15~2006/06/155.2.1 2006/05/15~2006/06/155.2.1 2006/05/15~2006/06/155.2.1 2006/05/15~2006/06/15（（（（履約價履約價履約價履約價7007007007000000））））模擬結果模擬結果模擬結果模擬結果 
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圖 5.1 傳統 Monte Carlo、Halton sequences 取代隨機數、動差配適法（MMS） 
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圖 5.2 反向亂數變異法（ARN）之 Monte Carlo 
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圖 5.3 控制變異法（CV）之 Monte Carlo 
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圖 5.4 反向亂數結合控制變異法（ARNCV）之 Monte Carlo 

 

 

 



 51 

 

0

1

2

3

4

5

6

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

模擬次數

R
M

S
E

(%
)

CVARN Halton+CVARN

Halton+CVARN with MMS CVARNwithMMS

 

圖 5.5 控制變異結合反向亂數變異法（CVARN）之 Monte Carlo 
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圖 5.6 傳統 Monte Carlo、Halton sequences 取代隨機數、動差配適法（MMS） 
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圖 5.7 反向亂數變異法（ARN）之 Monte Carlo 
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圖 5.8 控制變異法（CV）之 Monte Carlo 
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圖 5.9 反向亂數結合控制變異法（ARNCV）之 Monte Carlo 
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圖 5.10 控制變異結合反向亂數變異法（CVARN）之 Monte Carlo 
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5.2.35.2.35.2.35.2.3  2006/05/18~2006/08/17 2006/05/18~2006/08/17 2006/05/18~2006/08/17 2006/05/18~2006/08/17（（（（履約價履約價履約價履約價7000700070007000））））模擬結果模擬結果模擬結果模擬結果 
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圖 5.11 傳統 Monte Carlo、Halton sequences 取代隨機數、動差配適法（MMS） 
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圖 5.12 反向亂數變異法（ARN）之 Monte Carlo 
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圖 5.13 控制變異法（CV）之 Monte Carlo 
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圖 5.14 反向亂數結合控制變異法（ARNCV）之 Monte Carlo 
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圖 5.15 控制變異結合反向亂數變異法（CVARN）之 Monte Carlo 
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圖 5.16 傳統 Monte Carlo、Halton sequences 取代隨機數、動差配適法（MMS） 
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圖 5.17 反向亂數變異法（ARN）之 Monte Carlo 
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圖 5.18 控制變異法（CV）之 Monte Carlo 
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圖 5.19 反向亂數結合控制變異法（ARNCV）之 Monte Carlo 
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圖 5.20 控制變異結合反向亂數變異法（CVARN）之 Monte Carlo 
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5.3各降低變異法模擬結果比較各降低變異法模擬結果比較各降低變異法模擬結果比較各降低變異法模擬結果比較 

現在針對一個月契約，履約價 7000 的模擬結果來比較。 

第一， 先看傳統蒙地卡羅模擬法的均方根誤差。如圖 5.21 及圖 5.22 

所示，使用傳統蒙地卡羅模擬法只模擬至 5000 次時，發現均方根誤差從

15.88％下降到 3.76％，效果明顯不好，於是增加模擬次數至 50000 次，

發現均方根誤差大概只能下降到 1.44％，倘若再繼續增加模擬次數似乎不

能再降低均方根誤差，而且模擬 50000 次的時間大約是 4.203 秒，可見傳

統蒙地卡羅模擬法效率不彰，也無需再繼續模擬下去。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 5.21 傳統 Monte Carlo 模擬 5000 次的結果 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 5.22 傳統 Monte Carlo 模擬 50000 次的結果 
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第二，各個降低變異數的方法，單獨使用在傳統摩地卡羅法上，比較

改善的效果。本文使用六個降低變異數的方法，每個方法單獨使用都可以

有效降低傳統蒙地卡羅法的變異數，從圖 5.23 其中 ARN、CV、ARNCV、

CVARN 降低變異數的程度差異不大，均方根誤差大概從 5％~6％一路降低

至 1%左右，但是以 Halton Sequences 取代隨機數，與動差配適模擬法（MMS）

這兩種方法，明顯有效降低均方根誤差從 2％~3％左右降至 1％以下，比其

他四種方法改善的效果顯著。所以倘若在只能使用一種降低變異數的方法

限制之下，選取以 Halton Sequences 取代隨機數或動差配適模擬法（MMS）

是最好的選擇。 

 

 

圖 5.23 單獨使用六個降低變異數的方法 

 

第三，動差配適模擬法（MMS）搭配其他五種降低變異數的方法比較 

。如圖 5.24，此時較能明顯看出每個方法的差異，而且發現與動差配適模

擬法（MMS）搭配降低均方根誤差的效果更佳，進行 500 次模擬時，均方

根誤差就已小於 2％，當模擬次數達 5000 次時，均方根誤差以降低至 0.5

％上下，效果相當好。其中以 Halton Sequences 取代隨機數，與動差配適模
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差只有 0.69％，模擬 5000 次時，更降低誤差至 0.24％。因此，欲作最簡

便降低變異，以改善傳統蒙地卡羅模擬法的方法，以 Halton Sequences 取代

隨機數，與動差配適模擬法（MMS）的搭配為優先選擇。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 5.24 動差配適模擬法（MMS）搭配其他五種降低變異數的方法比較 
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其他的搭配方式與單獨使用 Halton Sequences 取代隨機數的效果差異不

大，因此更能肯定由圖 5.24 所看出的結論，也就是說，欲改善傳統蒙地卡
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圖 5.25 以 Halton Sequences 取代隨機數搭配其他五種降低變異數方法比較 
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配，再加上其他降低變異數的方法比兩者分開搭配其他降低變異法的效果

還差，因此這樣的方法不是最簡易的。 
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圖 5.26 以 Halton Sequences 取代隨機數與動差配適模擬法（MMS）的搭 

配，再加上其他四種降低變異數的方法比較 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 5.27 傳統蒙地卡羅的變異數 
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圖 5.28 六種降低變異數方法的變異數 

最後，我們換用契約一個月履約價 7200 來比較。圖 5.29 是傳統蒙地

卡羅模擬法與以 Halton Sequences 取代隨機數與動差配適模擬法（MMS）的

改善搭配比較，後者大幅改善傳統蒙地卡羅法的變異數，是最簡易的方式。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 5.29 傳統蒙地卡羅模擬法與最簡易降低變異數方法的比較 
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第六章第六章第六章第六章  結論結論結論結論 

利率衍生性商品的定價模型遠較一般股權衍生性商品複雜，而且並非

所有的衍生性商品都有封閉解，事實上大部分的新金融商品由於牽涉多種

資產、不同幣別或是路徑相依等特性，使得封閉解不存在，因此發展出數

值分析方法，透過模擬或是分析來找出商品的理論價值。因為金融衍生性

商品的多樣性，而相對地有許多不同的定價公式，一旦某些假設得不到滿

足，使得公式的運用產生誤差。本文從金融衍生性商品的典型代表所具有

的普遍性出發，在 Black-Scholes 定價模型的基礎上，運用數值分析方法，

給出選擇權估計值的數值解，為選擇權定價提供了一個較為合理、準確的

估值方法。 

本文選擇以 Black-Scholes 模型為基礎進行蒙地卡羅模擬法，探討搭

配各種降低變異數的方法：使用 Halton Sequences 取代隨機數、動差配適

模擬法（MMS）、反向亂數變異法（ARN）、控制變異法（CV）、反向亂數結合

控制變異法（ARNCV）、控制變異結合反向亂數變異法（CVARN）等六種，並

相互搭配，共使用 20 種不同搭配降低變異法來改善傳統蒙地卡羅法。最後

以臺指選擇權為模擬對象，針對一個月契約，履約價 7000 的模擬結果做最

後的統整，以期找出使用蒙地卡羅模擬的最佳方法。 

根據第五章發現模擬次數不需要過多，在 5000 次以內就可以比較出明

顯的差異，也就是只要使用任何一種降低變異數的方法，便有效改善傳統

蒙地卡羅模擬法的效果。更進一步使用 Halton Sequences 取代隨機數，並搭

配降低變異數法進行模擬，更可有效降低誤差，只要大約模擬近 2500 次

時，均方根誤差已趨近於模擬到 5000 次的結果了。而且發現最簡便降低變

異，以改善傳統蒙地卡羅模擬法的方法，就是以 Halton Sequences 取代隨機

數，與動差配適模擬法（MMS）的搭配為優先選擇。 

另外，以下列出傳統蒙地卡羅模擬法、使用 Halton Sequences 取代隨機

數及動差配適模擬法（MMS）模擬的大約時間比較表。在強調降低誤差的

情況下，還是不能遺忘模擬時間長短的重要性。傳統蒙地卡羅模擬法模擬

50000 次，時間大約是 4.203 秒，而均方根誤差大概只能下降到 1.44％，

倘若再繼續增加模擬次數似乎不能再降低均方根誤差。但一使用動差配適

模擬法（MMS）只需 0.062 秒，均方根誤差便小於 2%以下，且以 Halton 

Sequences 取代隨機數，與動差配適模擬法（MMS）搭配模擬的時間也只
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需 0.406 秒。 

 

表 6.1 傳統蒙地卡羅法及動差配適模擬法之模擬時間 

RMSE 

ACCURACY 
＜2％ ＜1.5％ 

CMC 2.047 sec 3.688 sec 

CMC with MMS 0.062 sec 0.125 sec 

 

表 6.2 以 Halton Sequences 取代隨機數及動差配適模擬法之模擬時間 

RMSE 

ACCURACY 
＜2％ ＜1.5％ ＜1％ 0.5％ 

Halton 1.172 sec 1.906 sec 2.453 sec 5.609 sec 

Halton ＆

MMS 
0.406 sec 0.578 sec 1.360 sec 5.172 sec 

 

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

0 1 2 3 4 5

TIME(SEC)

R
M

S
E

(%
)

CMC MMS

 

圖 6.1 傳統蒙地卡羅法及動差配適模擬法之模擬時間 
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圖 6.2.1 以 Halton Sequences 取代隨機數及動差配適模擬法之模擬時間 
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圖 6.2.2 以 Halton Sequences 取代隨機數及動差配適模擬法之模擬時間 
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圖 6.2.3 以 Halton Sequences 取代隨機數及動差配適模擬法之模擬時間 

 

本論文尚有許多需要加強的地方，最後提供幾點供後續研究者進一步

探討。第一，本文之波動性及無風險利率假定為一常數，若能將兩者之數

值更貼近實際狀況，相信有更好的效果；第二，更好的隨機數選擇；第三，

加以使用現今投資者的技術分析，並延伸模擬出長期的趨勢等，以期蒙地

卡羅模擬法能更有效應用在選擇權評價上。 
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附錄附錄附錄附錄   

一一一一、、、、2006/05/15~2006/06/152006/05/15~2006/06/152006/05/15~2006/06/152006/05/15~2006/06/15（（（（履約價履約價履約價履約價 7000700070007000））））模擬結果模擬結果模擬結果模擬結果    

RMSE(%)    CMC    Halton    
Halton with 

MMS    
MMS    

500    15.879608 3.236256 0.693133 1.943108 

1000    10.872039 1.677962 0.486611 1.514958 

1500    9.044933 1.392727 0.401688 1.193769 

2000    7.486207 0.871234 0.347625 0.970875 

2500    6.822654 0.723302 0.350528 0.906773 

3000    6.409464 0.613456 0.327907 0.779107 

3500    6.002010 0.610916 0.276346 0.798616 

4000    5.383888 0.582139 0.261322 0.754351 

4500    5.046622 0.526725 0.257135 0.763331 

5000    3.762882 0.380014 0.239816 0.707010 

RMSE(%)    ARN    Halton+ARN    
Halton+ARN  

with MMS    
ARN with MMS    

500    5.657342 3.139860 0.516010 1.074990 

1000    4.275080 1.615731 0.403238 0.843151 

1500    3.568366 1.369519 0.324592 0.739916 

2000    2.568222 0.961669 0.274142 0.625617 

2500    2.207197 0.832631 0.285300 0.583770 

3000    1.983574 0.691975 0.276066 0.538838 

3500    1.772724 0.721286 0.267307 0.489627 

4000    1.801706 0.700774 0.209117 0.455483 

4500    1.805217 0.695707 0.238131 0.442248 

5000    1.617447 0.562081 0.205685 0.508165 
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RMSE(%)    CV    Halton+CV    
Halton+CV  

with MMS    
CV with MMS    

500    5.343167 2.736373 0.756717 1.779791 

1000    3.907820 1.602283 0.539950 1.233875 

1500    3.049610 1.362693 0.399547 1.047039 

2000    2.373372 0.878754 0.377494 0.965035 

2500    2.360503 0.649801 0.341517 0.839523 

3000    2.129434 0.608172 0.302110 0.814856 

3500    1.955265 0.542603 0.287654 0.745585 

4000    1.842193 0.605150 0.285264 0.655245 

4500    1.597820 0.495361 0.261144 0.633183 

5000    1.460707 0.417876 0.248214 0.615542 

RMSE(%)    ARNCV    Halton+ARNCV    
Halton+ARNCV 

with MMS    
ARNCV with 

MMS    

500    5.319538 3.011271 0.602739 1.413230 

1000    4.040423 1.544947 0.387592 0.938936 

1500    3.216813 1.128646 0.338976 0.744572 

2000    2.818943 0.952925 0.289648 0.675145 

2500    2.481377 0.716110 0.301308 0.572195 

3000    2.019500 0.583118 0.250802 0.513899 

3500    1.868917 0.578233 0.266684 0.473694 

4000    1.737787 0.569414 0.218931 0.485413 

4500    1.611426 0.56227 0.229667 0.458818 

5000    1.447775 0.423542 0.216266 0.419755 
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RMSE(%)    CVARN    Halton+CVARN    
Halton+CVARN 

with MMS    
CVARN with 

MMS    

500    4.814126 3.197209 0.541487 1.274506 

1000    3.543123 1.507661 0.416446 1.020406 

1500    2.984113 1.330636 0.349611 0.757792 

2000    2.594674 0.981066 0.315589 0.603644 

2500    2.211067 0.672532 0.235396 0.578748 

3000    1.867665 0.590631 0.229539 0.511882 

3500    1.870019 0.561191 0.247674 0.489247 

4000    1.680589 0.616607 0.253669 0.449800 

4500    1.699633 0.443979 0.228004 0.470971 

5000    1.525365 0.407339 0.234265 0.439593 

二二二二、、、、2006/05/15~2006/06/152006/05/15~2006/06/152006/05/15~2006/06/152006/05/15~2006/06/15（（（（履約價履約價履約價履約價 7200720072007200））））模擬結果模擬結果模擬結果模擬結果 

RMSE(%)    CMC    Halton    
Halton with 

MMS    
MMS    

500 11.301980 7.559190 0.897042 1.986896 

1000 8.682559 3.030048 0.708673 1.514993 

1500 6.854088 3.376194 0.586691 1.248533 

2000 5.677855 2.132069 0.550697 1.143689 

2500 5.100853 2.643170 0.551962 0.962998 

3000 4.421852 2.178176 0.594327 0.907718 

3500 3.587744 1.974999 0.485319 0.818687 

4000 3.432317 2.063862 0.564833 0.788996 

4500 3.398147 1.943500 0.513863 0.757365 

5000 3.290299 1.646578 0.518260 0.796835 
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RMSE(%)    ARN    Halton+ARN    
Halton+ARN 

with MMS    
ARN with MMS    

500 6.056183 3.362208 0.803203 1.922711 

1000 4.086305 1.770397 0.620274 1.620504 

1500 3.183020 1.568645 0.507390 1.347313 

2000 2.975218 1.119743 0.476994 1.169671 

2500 2.537392 0.830562 0.495440 1.040930 

3000 2.114689 0.746918 0.459222 0.981056 

3500 1.926208 0.784476 0.432044 0.914708 

4000 2.093133 0.756957 0.436874 0.771658 

4500 2.080372 0.671356 0.418197 0.784247 

5000 1.872752 0.653089 0.427222 0.724300 

RMSE(%)    CV    Halton+CV    
Halton+CV with 

MMS    
CV with MMS    

500 5.797260 3.713329 0.794845 2.185757 

1000 3.834227 1.868600 0.705649 1.541586 

1500 3.310866 1.585464 0.635965 1.378089 

2000 2.721190 1.127086 0.632320 1.158667 

2500 2.454520 0.851210 0.594116 1.018469 

3000 2.263290 0.715700 0.594116 0.945761 

3500 2.236356 0.801147 0.548946 0.735654 

4000 2.120757 0.728249 0.526893 0.725472 

4500 2.001970 0.710452 0.559690 0.859254 

5000 1.869996 0.624434 0.522746 0.804441 
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RMSE(%)    ARNCV    Halton+ARNCV    
Halton+ARNCV 

with MMS    
ARNCV with 

MMS    

500 6.068502 3.600610 0.741303 2.048973 

1000 4.080041 2.028141 0.589472 1.483162 

1500 3.338142 1.676051 0.561032 1.212375 

2000 2.877663 1.176207 0.461735 1.070022 

2500 2.369153 0.789384 0.488136 0.999343 

3000 2.339217 0.703602 0.438719 0.988019 

3500 2.151615 0.663280 0.439521 0.942124 

4000 2.004225 0.836964 0.467276 0.728435 

4500 1.912281 0.628807 0.423345 0.703094 

5000 1.733312 0.596693 0.422166 0.771408 

RMSE(%)    CVARN    Halton+CVARN    
Halton+CVARN 

with MMS    
CVARN with 

MMS    

500 5.440783 3.463001 0.763917 1.560153 

1000 4.222773 1.907610 0.632674 1.297022 

1500 3.496411 1.401139 0.491171 1.163501 

2000 3.065468 1.088282 0.454015 0.995759 

2500 2.793434 0.868773 0.489701 0.872428 

3000 2.598244 0.818719 0.456336 0.835685 

3500 1.993024 0.757424 0.422819 0.793379 

4000 2.020245 0.745372 0.416985 0.842204 

4500 1.961978 0.750815 0.425761 0.808965 

5000 1.867254 0.617666 0.448833 0.751396 
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三三三三、、、、2006/05/18~2006/08/172006/05/18~2006/08/172006/05/18~2006/08/172006/05/18~2006/08/17（（（（履約價履約價履約價履約價 7000700070007000））））模擬結果模擬結果模擬結果模擬結果    

RMSE(%)    CMC    Halton    
Halton with 

MMS    
MMS    

500 20.385200 15.105480 2.986681 4.026490 

1000 15.487480 5.094432 2.679409 3.602041 

1500 11.871660 7.014198 2.555218 3.250832 

2000 8.796685 4.127503 2.680035 3.215701 

2500 8.481301 4.656747 2.557833 3.087743 

3000 7.751254 4.649859 2.605165 2.979297 

3500 7.160066 4.342587 2.559721 2.994011 

4000 8.773727 3.844889 2.599810 2.930277 

4500 7.992004 3.705657 2.547877 2.789245 

5000 7.727867 3.696852 2.597533 2.792776 

RMSE(%)    ARN    Halton+ARN    
Halton+ARN 

with MMS    
ARN with MMS    

500 10.681990 5.989323 3.008300 3.924006 

1000 7.997203 4.021811 2.591878 3.359864 

1500 5.723788 3.973532 2.605606 3.130760 

2000 5.162668 3.372897 2.524999 2.919729 

2500 4.898856 2.949630 2.575465 2.936156 

3000 4.152246 2.870016 2.624506 2.936385 

3500 4.001870 2.892659 2.552340 3.082789 

4000 3.861045 2.978992 2.571151 3.029960 

4500 4.402726 2.838795 2.549286 2.915099 

5000 4.270370 2.791015 2.545332 2.875146 
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RMSE(%)    CV    Halton+CV    
Halton+CV with 

MMS    
CV with MMS    

500 8.266884 6.278221 2.701873 4.165284 

1000 6.831052 3.977046 2.628948 3.255484 

1500 5.935769 3.348632 2.596709 3.222160 

2000 4.795846 3.071946 2.612199 3.085200 

2500 4.862033 2.941986 2.582313 2.943969 

3000 4.363513 2.924328 2.553861 2.918495 

3500 4.605801 2.877001 2.598595 2.999757 

4000 4.487690 2.951373 2.533007 3.014703 

4500 4.217712 2.876958 2.625766 2.947895 

5000 3.78509 2.740297 2.551587 2.843169 

RMSE(%)    ARNCV    Halton+ARNCV    
Halton+ARNCV 

with MMS    
ARNCV with 

MMS    

500 10.11368 6.572385 2.829897 4.225829 

1000 6.719779 4.283596 2.615718 3.283318 

1500 5.898124 3.738395 2.656882 3.134590 

2000 5.522568 3.208553 2.591962 3.096274 

2500 4.261968 2.985310 2.606562 2.982850 

3000 4.110524 2.867169 2.558292 2.895402 

3500 4.020730 2.711329 2.585860 2.848462 

4000 4.646103 2.886877 2.595466 2.863729 

4500 4.462480 2.891379 2.557531 2.891646 

5000 4.394676 2.732450 2.519813 2.855692 
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RMSE(%)    CVARN    Halton+CVARN    
Halton+CVARN 

with MMS    
CVARN with 

MMS    

500 10.600470 6.256900 2.652034 4.144957 

1000 6.720580 3.569304 2.634525 3.688809 

1500 5.380393 3.675808 2.559495 3.405371 

2000 4.898156 3.076043 2.679100 3.097824 

2500 5.062067 3.004075 2.531574 3.038980 

3000 4.478502 2.845502 2.544583 2.957868 

3500 4.252764 2.974062 2.599456 2.854036 

4000 4.284116 2.903962 2.547161 2.761704 

4500 4.032792 2.962756 2.484189 2.823819 

5000 3.931777 2.809446 2.538243 2.725542 

四四四四、、、、2006/05/18~2006/08/172006/05/18~2006/08/172006/05/18~2006/08/172006/05/18~2006/08/17（（（（履約價履約價履約價履約價 7200720072007200））））模擬結果模擬結果模擬結果模擬結果 

RMSE(%)    CMC    Halton    
Halton with 

MMS    
MMS    

500 14.121370 11.185650 1.237117 3.432033 

1000 11.627960 4.894643 0.924870 2.269704 

1500 9.468276 4.586801 0.833631 1.800803 

2000 8.258906 3.779535 0.765357 1.572340 

2500 7.275890 3.736242 0.734529 1.421753 

3000 6.432120 3.297498 0.755210 1.412180 

3500 5.822111 3.310377 0.645539 1.321064 

4000 5.521008 3.178231 0.640416 1.169668 

4500 5.403727 2.876979 0.615391 1.171554 

5000 4.744123 2.673697 0.681541 1.093672 
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RMSE(%)    ARN    Halton+ARN    
Halton+ARN 

with MMS    
ARN with MMS    

500 9.139825 5.218214 1.027846 2.296048 

1000 6.180545 3.162860 0.700274 1.878000 

1500 5.509900 2.485592 0.506780 1.627441 

2000 4.927717 1.748501 0.507687 1.409745 

2500 4.172287 1.047338 0.383753 1.156361 

3000 3.880667 1.073357 0.352879 1.069867 

3500 3.544719 0.979595 0.336779 0.985916 

4000 3.200464 0.929157 0.322083 1.041779 

4500 3.143476 0.813034 0.279914 0.824867 

5000 2.788039 0.646355 0.275710 0.797696 

RMSE(%)    CV    Halton+CV    
Halton+CV with 

MMS    
CV with MMS    

500 8.962556 5.618702 1.188432 3.925336 

1000 5.402868 2.914467 0.836017 2.630055 

1500 4.602324 2.465841 0.820722 2.093232 

2000 4.925910 1.858693 0.741604 1.880813 

2500 4.252872 1.149524 0.749543 1.544780 

3000 3.557886 0.992119 0.677992 1.409589 

3500 3.249597 1.226707 0.661986 1.265315 

4000 3.195625 1.183607 0.651558 1.380563 

4500 2.942715 0.841456 0.639308 1.273281 

5000 2.740859 0.746542 0.688098 1.005958 
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RMSE(%)    ARNCV    Halton+ARNCV    
Halton+ARNCV 

with MMS    
ARNCV with 

MMS    

500 10.443140 4.868959 0.940725 2.329688 

1000 6.562053 2.947829 0.686587 1.831488 

1500 5.452414 2.439833 0.492177 1.669114 

2000 4.893853 1.540610 0.493870 1.409816 

2500 4.402801 1.054938 0.405248 1.280930 

3000 4.021686 1.020043 0.371370 0.990777 

3500 3.466893 0.892185 0.337010 0.948487 

4000 3.105586 0.969454 0.308252 0.868086 

4500 2.786605 0.813356 0.261869 0.794247 

5000 2.784933 0.706612 0.316971 0.821423 

RMSE(%)    CVARN    Halton+CVARN    
Halton+CVARN 

with MMS    
CVARN with 

MMS    

500 9.056727 4.610251 1.001469 2.608655 

1000 5.900741 2.738177 0.663604 1.734833 

1500 5.278770 2.164290 0.488285 1.398152 

2000 4.351125 1.558479 0.456906 1.256133 

2500 3.979783 0.966800 0.391170 1.163174 

3000 3.675369 0.929377 0.371082 1.094364 

3500 3.862121 1.028164 0.338156 1.032499 

4000 3.585482 0.964374 0.292712 0.97447 

4500 2.623271 0.696670 0.301847 0.911388 

5000 2.545359 0.638627 0.269480 0.781135 
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