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中文摘要 

在本文中主要使用精確對角化及變分蒙地卡羅法來研究一維強

關聯電子模型的基態性質。我們研究的模型包括:Hubbard 模型、t-J

模型、t-J-V模型及 t-J-U模型。 

本篇論文將簡介 Mott金屬-絕緣體相變、P.W. Anderson 為了解釋

高溫超導機制所提出的 RVB (Resonating Valence Bound)理論以及在

一維強關聯系統中很很重要的Tomonaga-Luttinger液體理論等在強關

聯系統中許多重要的觀念和理論。我們的數值結果發現，這些一維的

強關聯模型都符合這些理論所描述的基本性質，更加深了我們對這類

模型的研究興趣。我們主要的研究結果包括各種模型的低能量激發，

特別是自旋能隙，還有自旋關聯函數，電荷關聯函數以及各種模型的

相圖。
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Abstract 

We study several strong correlated electronic models: Hubbard model, 

t-J model, t-J-V model and t-J-U model with Lanczos method and 

Variation Monte Carlo Method. 

We will introduce Mott Metal-insulator transition, RVB 

(Resonating-Valence-Bond) theory proposed by P.W Anderson and 

Tomonaga-Luttinger liquid.  Our numerical results show that  those 

one-dimensional strongly correlated electronic models are consistent with 

those theories which we mentioned. So that inspires us to research for this 

kinds of models. The main results of our research are low energy 

excitation especially for spin gap phase, spin and charge correlation and 

phase diagrams of those models.
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第 1章 緒論 

1.1 前言  

近二十年來在凝體物理界一直有個熱門的話題，就是「強關聯系統」

(strongly correlated system)，本篇論文主要針對這類強關聯系統作數值方法

方面的研究，在這一章裡我們將簡介Mott金屬-絕緣體相變、1987年 P.W. 

Anderson 為了解釋高溫超導機制所提出的 RVB (Resonating Valence Bound)

理論等重要的課題。此外我們也將介紹為了研究強關聯系統而引入的

Hubbard 模型、t-J模型。 

 

1.2  Mott金屬-絕緣體相變(Mott metal-insulator transition) 

能帶理論是可以成功的解釋材料為什麼能形成金屬、絕緣體以及半導

體的理論 1。在基態(T=0K)時，絕緣體有完全填滿的價帶(valence band)和完

全空的傳導帶(Conduction band)，當外加電壓時，絕緣體的價帶上的電子無

法躍過帶間的能隙，成為傳導電子，所以無法導電；反之，金屬的傳導帶

因為未完全填滿，電子在傳導帶上可以傳導，所以能夠導電。    
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圖  0–1 金屬與絕緣體能帶示意圖  

 

能帶理論假設，電子間沒有庫倫交互作用，或是將電子間交互作用視

為很微小，因為在一般的導電材料中，外層的電子是在 S軌域，這些電子

的波函數都是很拓展的(extended)，加之以? 立不相容原理的排斥性，傳導

電子能夠適當的避開彼此間的庫倫交互作用，所以能帶理論能夠成功的適

用。 

 

相對的在解釋一些窄帶(narrow band)材料例如:過渡金屬(transition 

metal)時，因為所貢獻的導電電子具有局域性(localized)，受到庫倫斥力的影

響很大，能帶理論發生困難如:高溫超導材料、及巨磁阻 

(Colossal-Magneto-Resistance, CMR) 材料。以高溫超導材料 42CuOLa 為例，

此材料最重要的組成是圖 0–2所示的銅氧平面 

絕緣體 體導   

價帶

傳導帶
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圖  0–2 42CuOLa 之銅氧平面示意圖  

在銅氧平面中，原本電中性的 Cu原子佔據 [ ] 110 43  sdAr 軌域，與氧化合

之後給出兩個電子，形成 [ ] 93  dAr 的組態，因此有一個電洞在銅原子上。半

填滿的能帶，由能帶理論中預測是金屬，但在實驗上卻顯示此化合物是絕

緣體，並且還有反鐵磁性。 

    能帶理論失敗的原因在於，當我們的模型必須考慮到使用內層 d軌域

的電子時，庫倫交互作用力所產生的排斥位能會大於電子跳躍時所減少的

動能，所以即使有未填滿的價帶，電子也不會選擇跳躍過去，Cu保持 [ ] 93  dAr

組態，這種因很強的庫倫排斥力而形成的絕緣體稱為Mott絕緣體；至於反

鐵磁性的物理原因則可根據微擾理論來定性解釋，在下一個小節討論哈柏

模型中我們有較詳細的推導。 

 2p6

x

y
9

223
yx

d
−

29Cu8O
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1.3  Hubbard模型與 t-J模型 

1960年代物理學家為了解決具有強庫倫交互作用的問題而提出了

Hubbard 模型。電子在很窄的能帶裡，於最近鄰晶格點的Wannier States之

間跳躍，當相反自旋的兩個電子佔據同一個晶格點時，庫倫斥力的交互作

用會使得系統的位能上升，此模型就是所謂的 Hubbard 模型或稱 t-U模型 

2’3。漢米爾頓量如下: 

∑∑ ↓↑
><

+ ++−=
i

ii
ji

ji nnUchcctH ).(
, σ

σσ .............................................................................(0.1) 

為了對Hubbard模型有一個基本的認識，我們分別考慮 t>>U以及U>>t

的兩個極限下，此模型的基本性質 4。 

當 t>>U時，稱為「弱關聯極限」(Weak coupling limit)，漢米爾頓量可

以簡化為只有動能項。我們考慮在一維下，將漢米爾頓量作傅立葉轉換到

動量空間: 

     )( )1()1(∑ +
++

+ +−=
i

iiii cccctH σσσσ  

 [ ]∑ ∑








⋅+−= +−−−

'
'

)()( )()(
1 '''

kk
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i
kk

ikRkkiikRkki

a

cceeee
N

t ii
σσ     

 ( )[ ]∑ +− ⋅+⋅−=
'

'
'

'

kk
kk

ikik
kk

cceet σσδ  

'

' )(

2
1

kk

Na

i

Rkki ie δ
π

=∑ −
為 kronecker Delta function。 
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∑ +⋅−=
k

kk ccktH σσ)(cos2 .............................................................. (0.2) 

電子氣體之間的交互作用極弱時，等同於自由電子費米氣體。 

當 t=0時，稱為強關聯極限(Strong Coupling limit)，在電子密度接近半

填滿時，是特別而且重要的。我們先以兩個晶格兩個電子為例，以量子力

學方法來計算系統的能量，得到漢米爾頓量可能存在的 4個非簡併本徵態

為 ↑↑, 、 ↓↑, 、 ↓↓, 、 ↑↓, ，它們所對應的本徵能量都為 0。當 0≠t ， tU >>

時，電子存在跳躍的可能，我們將這 4個本徵態分成平行與反平行兩類，

並且用微擾理論的計算，試圖找出系統對應於這兩類本徵態何者的能量較

低。 

ψψ WH =   

'
0 HHH +=     

∑ ↓↑=
σ,

0
i

ii nnUH  

( )∑ +−= +

σ
σσ

,

' ..
i

ii chcctH  

(1) 對於自旋平行 ↑↑= ,0ψ   

0,0 =↑↑H         00 =W  

由於Pauli不相容原理使得相互平行的自旋不能因跳躍而佔據同一個晶格

點，其一階和二階修正能量皆為零。 
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(2)對於自旋反平行 ↓↑= ,0ψ   

0,0 =↓↑H         00 =W  

一階修正能量     0,0,0,,1 =↑↓↑↑−↑↓↑↑−= ttW  

二階修正能量     ∑ ↑↓+↑↓= ,00,1 U
t

U
tψ  

                 U
t

U
t

W
22

2
2

0
2 −=








−

×=  

當 U>>t時，由微擾理論的計算告訴我們，自旋反平行的組態會有二

階的修正能量 Ut 22− ，比自旋同方向時來的低，這樣的結果似乎與反鐵磁

的基態一致，近臨之間自旋反平行排列可以增加一些 virtual hoping的機會，

因而能使能量降低。然而兩個粒子的計算只是提供一個簡單的物理圖像。

在 Hubbard 模型中，U很大時，自旋喜歡反平行排列。但對於在多體理論

裡，基態是否具有反鐵磁長程序仍然需要更深入的探討。 

由以上計算我們知道在半填滿而且 U很大時，系統是絕緣體，但是否

U下降到一定值 cU 時系統就成為導體? 這是一個很重要的問題。  1968年

Lieb and Wu精確解了一維 Hubbard模型 5。他們的主要結論是:在一維時，

只有在半填滿且 0=U 時為金屬，但在 0≠U 馬上成為絕緣體，在基態是反鐵

磁性。當電子不是半填滿時，在所有的U都是金屬。很遺憾的，在一維的

Hubbard 模型只要在有限U下就是絕緣體，並不存在我們所想要的Mott金

屬-絕緣體相變(Mott transition)，即U在大於某個有限非零的 cU 時成為絕緣
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體，當然這是一維 Hubbard 模型的結果，並不表示在二維以上不存在Mott

金屬-絕緣體相變。 

為了研究高溫超導，物理學家將強關聯極限下(U>>t)的 Hubbard 模型，

加上不允許雙佔據的限制，再利用類似上述的微擾理論的分析進而提出了

t-J 模型，其漢米爾頓量為: 

)
4
1

(.).(
,,

ji
ji

ji

ji
ji nnSSJchcctH ⋅−⋅++−= ∑∑

><><

+

σ
σσ ................................... (0.3) 

 

1.4  RVB理論與自旋液體(spin liquid) 

許多高溫超導材料都具有如圖 1-3的相圖，例如在 1986年第一個發現

的高溫超導材料 6
42CuOLa 在還沒摻雜任何電洞前，也就是在半填滿的狀態

下，是反鐵磁絕緣體。當我們摻雜+2價的 Sr(相當於摻雜電洞) 成為

42 CuOSrLa xx− ，在 T=0，當 Sr的濃度達到 4%，反鐵磁絕緣體就會被破壞掉

成為金屬，5% ~ 30% 間有超導態，15%為最佳? 雜，此時有最高的臨界溫

度 cT 約為 39k。   
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圖  0–3  42 CuOSrLa xx− 的相圖  

由於在材料中發現有很強的晶格異向性，在銅氧平面內有很強的耦

合，而在銅氧平面間的耦合比較弱，這整個問題我們可以約化到兩維來考

慮：為何在二維半填滿時具有反鐵磁關聯的電子模型中，摻雜電子或電洞

就可以使系統產生超導基態?  1987年，P.W. Anderson在 Science發表了著

名的 RVB(Resonating-Valence-Bond)理論 7。他認為在二維半填滿的Hubbard

或 t-J模型即為反鐵磁海森堡模型，其基態應是所謂的 RVB態，不具有反

鐵磁長程序。由 Hubbard模型， ∞→U 時可以用來理解 Mott 絕緣體以及材

料的反鐵磁性，此時 Hubbard 模型的行為就近似自旋
2
1的海森堡模型，其漢

米爾頓量  

∑
><

⋅=
ji

ji SSJH
,

....................................................................................................... (0.4)  

Anderson的 RVB理論指出，在 Hubbard模型半填滿 ∞→U 的基態，每



 
9

一個自旋都與另一個自旋呈現自旋單態(singlet)的耦合，並且存在很大的漲

落(fluctuation)，有所謂共振的情形(resonating)，而整體呈現順磁性的狀態。  

RVB理論指出，當我們在半填滿的系統中摻雜電洞後，這些已經配對

的電子就有機會可以跳動，形成 Copper 對，就是超導電流的機制。二維的

海森堡模型基態是反鐵磁長程序 8，雖然不是 RVB態，但 RVB態仍是不錯

的激發態，若將電洞放入海森堡模型，RVB是否就成為好的基態? 這是接

下來研究的問題。RVB態描述的事實上是一種自旋液體(spin liquid)的行

為，廣義的來說，自旋液體包括下列兩種:一種是有很長的自旋關聯的自旋

液體，其自旋關聯函數呈冪次方(power law)函數，並且不存在自旋能隙；另

一種是具有自旋能隙，而其自旋關聯函數呈指數衰減(exponential decay)，

因此具有有限的關聯長度(finite spin correlation length)。這種具有短程自旋

關聯的系統，其近鄰的電子之間存在很強的自旋配對的性質 9。 

不管是哪一種自旋液體，總的來說 RVB理論給人最大的啟示就是：當

一個系統在半填滿的基態，只有「自旋自由度」(spin degree of freedom)時，

自旋與自旋之間已經被配對了，藉由摻雜使得自旋有了「電荷自由度」

(charge degree of freedom)，而自旋能隙仍然存在，這個自旋能隙就有可能轉

變為超導能隙，進而形成超導的機制。 
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1.5  一維強關聯模型理論 

雖然我們所關注的高溫超導問題中最有興趣的是二維銅氧平面，因此

二維的 Hubbard或 t-J模型才是直接相關的模型，然而當我們以數值方法來

作二維模型的計算，具有下述的諸多困難，因此我們必需採取其它策略。

以精確對角化方法來求有限晶格的精確解時，對計算機的需求是大量的記

憶體，因此我們所能研究的晶格非常小，這對我們想要研究熱力學極限的

相關問題是非常困難的；另一方面，在大晶格的數值計算上有所謂量子蒙

地卡羅法(Quantum Monte Carlo, QMC)，然而 QMC在研究二維費米子模型

存在嚴重的負號問題，使得我們沒有辦法得到精確的數值結果。基於這些

困難，我們採用一維的模型來研究與高溫超導相關的強關聯模型，希望藉

由一維的數值結果，來幫助我們推廣到二維的可能結果。 

此外一維模型中在解析方法中有保角場論(Conformal field theory)、弱關

聯重整化群(weak coupling renormalization group)，在部分的一維模型中有

Beth-Ansatz的精確解，在數值方法上有 DMRG，這些都提供我們在研究上

的參考。 

近年來由於材料科學的蓬勃發展，奈米科技中操縱原子的技術，使人

們能合成一維的量子線等準一維的材料，相信一維模型的計算不僅對於理

論上有貢獻，在應用上也有可期待的發展。 
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無論是一維的Hubbard模型的精確解或是 t-J model 在 J=0和 2t時有精

確解 10，以及弱關聯重整化群的解析計算，使我們認識到一維強關聯模型

具有與費米液體完全不同的固定點(fixed point)，即所謂的

Tomonaga-Luttinger液體(TLL)，其關聯函數隨著臨界指數 ρK 呈冪次方衰減

(power law decay)11。例如自旋關聯函數 s(r)、單態電子對關聯函數 P(r): 

( ) )1(z )2cos(0)(SS(r) ρK
F

z rrkSr +−⋅∝⋅= ....................................... (0.5) 

( ) ( ) )1(2 )2cos(0 ρK
F rrknnrn +−⋅⋅∝− .............................................................. (0.6) 

 ( ) ( )
)

1
1(

0)( ρKrbrbrP
+−

+ ∝= ................................................................................. (0.7)  

1>ρK 時，單態電子對關聯函數P(r)會主導，這時候系統的超導比較強。 1=ρK

時，為費米液體。系統是 1<ρK 時，自旋關聯函數主導，自旋之間的關聯性

比較強 12。 

1.6  自旋能隙(spin gap) 

自旋能隙存在對於高溫超導扮演著關鍵的角色 13’14，在半填滿(還未摻

雜電洞)狀態下已經有一些模型存在著自旋能隙，在此有比較多發生超導的

機會。以下簡介三個模型 15: 
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1.一維 J-J’模型 16 

∑∑ ++ ⋅+⋅=
i

ii

i

ii SSJSSJH 21 ' ................................................................................... (0.8) 

當 J’/J>0.241，一維 J-J’模型存在自旋能隙。 

2.一維交錯模型 17 

( ) ( ) ∑∑
−

=

++

−

=

++ ⋅−+⋅+=
12/

0

3222

12/

0

2212 11
Na

i

ii

Na

i

ii SSJSSJH δδ ............................................. (0.9) 

       

在這個模型中，當 0≠δ 時，一維交錯模型存在自旋能隙。 

3.樓梯模型 18 

( ) ( )∑∑
=

+

=

=

−⊥ ⋅+⋅=
Na

i

ii

NaN

i

ii SSJSSJH
d

1

2

2/

1

212 ...................................................................... (0.10) 

           

當 0≠⊥J 時，樓梯模型有自旋能隙。 

若在上述模型中摻雜電洞，即成為 'JJt −− 模型、 δ−− Jt 模型、

ladderJt −− 模型。在摻雜後還能存在自旋能隙，則自旋能隙有可能轉變為

1

2

3 5 7 9

4 6 8 10

⊥J
J

δ+J

δ−J

δ+J δ+J

δ−J
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超導能隙。另外一種情況是，系統本來就有電荷自由度，然後因為很強的 J

作用下，電子被配對在一起成為自旋單態，這時候若激發這個單態電子對

就會使能量上升，也會產生能隙。 

關於自旋能隙與超導之間的關係也是本篇論文中所關切的重點。本文

中第二章介紹研究的方法、以及強關聯系統的波函數，第三章重複一些文

獻中 Hubbard 模型、t-J模型的數值的結果、第四章呈現我們研究 t-J-V、t-J-U

模型的數值結果、第五章對我們研究的結果做整理，以及未來需要繼續的

研究工作。 
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第2章  研究方法 

在這一章中我們介紹兩套研究方法，第一套稱為「精確對角化(exact 

diagonal)」或是 Lanczos 方法 19’20，利用量子力學的定義，在有了模型的

漢米爾頓量之後，我們寫下一個漢米爾頓矩陣，並利用 Lanczos 方法將矩

陣三對角化求得系統的基態能量、基態波函數。精確對角化的方法對於觀

察小尺度的系統有良好的物理結果 21，但也因為記憶體的限制，只能研究

小晶格的問題。 

第二套數值方法為「變分蒙地卡羅法(variational monte carlo 

method」，變分的方法提供我們的好處是可以研究較大的系統，在選擇嘗試

波函數時可以更深的了解系統基態的物理內涵，然而其缺點是其所選擇的

嘗試波函數可能與真實基態仍有相當的差距。 

2.1  精確對角化(Exact diagonal) 

漢米爾頓矩陣和數值編碼  

我們以 Hubbard 模型為例，其漢米爾頓量如方程式(1.1)  

∑∑ ↓↑
><

+ ++−=
i

ii
ji

ji nnUchcctH ).(
, σ

σσ  
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Hubbard 模型的基底向量是建構在「粒子數算符(number operator)」

σσσ iii ccn += 的基底向量上，以由右到左的順序來描述一個狀態 

∏ ↓↑ ⊗=
i

ii nnα  ......................................................................................... (2.1)  

在程式中我們使用 4進位法來表達每個晶格可有的四種狀態: 

代碼 0 1 2 3 
狀態 ↓  自旋下 0 空佔據 ↑ 自旋上 #  雙佔據 

例如: 四個晶格點，有四個自旋如下   

  

在程式中記法為 20311302 =⊗⊗⊗=α  

以兩個晶格點為例，考慮半填滿狀態我們以M=0的子空間的所有電子組態

來作計算。 

定義 ∑=
i

Z
iSM ................................................................................................. ..(2.2) 

周期性邊界條件(Periodic Boundary Condition)，有四組電子結構： 

 0, #〉、 ↓,↑〉、 ↑,↓〉、 #,0〉，經過編碼後: 

編號 狀態 n,n-1,… 2,1〉 
 1〉 0, #〉 
 2〉  ↑,↓〉 
 3〉  ↓,↑〉 
 4〉  #,0〉 
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{ } 1 32 21 UtH ++−=  

{ } 41 22 +−= tH  

{ } 41 23 +−= tH  

{ } 4 32 24 UtH ++−=  

U2t-2t-0 4
2t-002t- 3
2002t-2

022U1
4 32  1 

t

tt

−

−−

 

所求出來的本徵值:  

( ) ( )2222 64
2
1

   , 64
2
1

   ,    U, 0 UtUUtU +++−  

分別對應的本徵態: 

( )0110 −  
( )1001−  










 ++++
1

8
64

8
64

1
2222

t
UtU

t
UtU

 










 +−+−
1

8
64

8
64

1
2222

t
UtU

t
UtU

 

原則上我們可以利用編碼的方式紀錄每一個狀態，對於晶格數目為 N，

半填滿狀態的 Hubbard 模型在M=0的子空間中，共有 DC N
N =2

2/ )( 個狀態。

依據漢米爾頓矩陣的定義寫下相應的 2D 個矩陣元素，然後使用下一節所介

紹的 Lanczos 方法，求出本徵值及本徵態。 
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Lanczos Method 

有了模型的漢米爾頓量之後，此時發現矩陣中的矩陣元素大都為零，

是一個稀疏的矩陣(Sparse matrix)，在處理這種矩陣的對角化時，有一個很

好的方法稱為 Lanczos Method，基本上它是以一個初始態 0φ ，然後用漢米

爾頓量作用在此初始態 0φ 上，試圖建構出一組完全正交的基底，並且以三

對角化的計算方法來求出本徵態。 

  在一開始我們先給定一個初始態 0φ ，要注意的是，這個初始態不能與

基態正交，否則將無法求得正確的基態能量。對於不清楚基態情況時，我

們可以利用亂數選取的方式而得初始態。如果我們已經知道系統的某些資

訊，例如有很強的反鐵磁關聯，精確解的波函數，都可以當做初使態的參

考。 

將漢米爾頓量作用在 0φ 上，想要求得一個與 0φ 正交的向量 1φ  

令 0101 φφφ aH −= ，因為要求 010 =φφ  

00010010 =−= φφφφφφ aH ，所以 
00

00
1 φφ

φφ H
a =  

100111 φφφφφφ HH ==  

次一個態 2φ 同樣要與 0φ 、 1φ 正交 

令 0
2

11212 φφφφ baH −−= ，因為要求 020 =φφ 、 021 =φφ  
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01121121 =−= φφφφφφ aH ，所以 
11

11
2 φφ

φφ H
a =  

000
2

11020 =−= φφφφφφ bH ，所以 
00

11

00

102
1 φφ

φφ

φφ

φφ
==

H
b  

因此我們建構出一般態 

1
2

1 −+ −−= nnnnnn baH φφφφ  

其中 
nn

nn
n

H
a

φφ

φφ
= ， 0b     0

11

2 ==
−− nn

nn
nb

φφ
φφ

 

在此基底向量下，漢米爾頓矩陣可以寫成 























=

ΜΜΜΜ
Λ
Λ
Λ
Λ

33

322

211

10

00
0

0
00

ab
bab

bab
ba

H  

每一次遞迴產生三個參數，形成一個三對角矩陣，這種矩陣可以用

Numerical Recipes一書 22中的副程式 TQLI來對角化，再用 SORT 來尋找

最小的本徵值。藉由連續的遞迴我們可以得到越來越接近基態能量的本徵

態，當第 n次與 n+1次遞迴的本徵值差小於 910 − 時，遞迴停止。
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2.2 變分蒙地卡羅法(Variational Monte Carlo,VMC) 

  Lanczos method 可以在小晶格時將漢米爾頓矩陣直接對角化，精

確的得到低能態的本徵態和本徵能量，而本徵態可以表示為基底向量

的線性疊加。如果我們最主要有興趣的是對系統基態(ground state)的

研究，變分蒙地卡羅法不用直接對角化的方式將每一個電子組態的權

重算出，好處是可以處理比較大的晶格。 

變分蒙地卡羅法的做法如下:如果我們根據物理的直覺或解析上

的分析架構了一個波函數，稱為嘗試波函數(trial wave function)，假

設我們的嘗試波函數可以在基底向量上作線性展開如下： 

( ) ( )∑=
α

α αλφλψ  

在漢米爾頓量的作用下得到嘗試能量(trial energy)，並且經由調變參

數λ (tuning parameter)使得嘗試能量達到最低。 

( ) ( ) ( )
( ) ( )λψλψ

λψλψ
λ

H
E

)

=  

( )
( ) ( )

( ) ( )∑

∑∑ 
















=

α
αα

α
α

β
β

λψλψ

αλψλψβ

λ

H

E

ˆ
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( ) ( )

( ) ( )∑
∑ ∗

=

α
αα

βα
αβ

λψλψ

αβλψλψ
,

Ĥ

 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )∑

∑ ∑












=
∗

∗

α
αα

α β α

β
α

λψλψ

αβ
λψ
λψ

αψ Ĥ2

 

 

( )

∑
∑

=

α
α

α
α

ψ

αψ

2

2 E
( ) ( )∑=

α

αα EPr  

 ( )
∑

≡

α
α

α

ψ
ψ

α 2

2

rP  ， ( ) ( )
( )∑ ∗

∗

≡
β α

β αβ
λψ

λψ
α HE ˆ  

 

當我們的電子組態由 10 αα → ，令 *
1α 是期待產生的翻動後的狀態 













→<
→>

<

→≥

=

 :  拒絕   R
:  接受   R

     1

:  接受     1

01

*
11

*
11

2

2

0

*
1

αα
αα

αα

ψ

ψ

α

α
 

當躍遷機率≥ 1時，我們就接受 *
1α 為新狀態。當躍遷機率<0時，

我們就用亂數產生器選取一個亂數R，當躍遷機率>R就接受 *
1α 為新

狀態，當躍遷機率<R仍然採取原狀態 0α 。在 1α 產生後，我們想要

求得在這個 1α 所對應的能量 ( )1αE 如下: 
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( ) ( )
( )∑ ∗

∗

≡
β α

β αβ
λψ

λψ
α 11 ĤE  

每一個 α 被漢米爾頓量作用後，會產生一組 β ，對於所有產生的 β

以上述公式求和，就是在 α 所對應的能量。反覆使用此程序即可產

生一系列的狀態: Mαααα Κ210 →→ ，對所有的 ( )iE α 求取算術平均 

( ) ( )∑
=

=
M

i
iE

M
E

1

1
αλ  

就可以得到我們能量的期望值。 

當
( )

0
*

=
λλ

λ
d

dE
時， ( )*λE 為最小值如圖 2-1，即得到最佳的

(Optimized)嘗試波函 ( ) ( )∑=
α

α αλφλψ **
。 

但事實上我們的嘗試波函數可能還沒有達到真實基態，這是變分

蒙地卡羅法的限制，只能儘量靠近基態，而非求得精確的基態。 

 
圖  2–1  嘗試波函數與真實基態關係圖  

 

 

( )λE

λ
*λ

( )*λE

state   ground   rue
0

t

E



 
22 

2.3  強關聯模型的嘗試波函數 

當 U=0時，Hubbard 模型的漢米爾頓量事實上是一個緊束縛(tight 

binding)模型： 

∑
><

+ +−=
σ

σσ
ji

ji chcctH
,

,, ).( .......................................................................(2.3) 

+
σic 為電子產生算符，表示在晶格點 i處產生一自旋σ的電子， σic 為電

子湮滅算符，表示在晶格點 i湮滅一個自旋σ的電子。 h.c 表示共軛

(hermitian conjugate) : σσσσ ijj cccc +++ =)( i  

我們將漢米爾頓量由真實空間(real space)到動量空間(momentum 

space)，即作傅立葉轉換： 

σσ k
k

ikR
i ce

N
c i∑ −=

1
 

+−+ ∑= σσ i
k

ikR
i ce

N
c i

1
  

( )∑ +⋅=
k

kk cckH σσε  ................................................................................................. (2.4)  

在一維時，之前已經作過 ( ) ktk cos2−=ε    

σσσ kkk ncc =+ ，漢米爾頓量在動量空間中的本徵態如下: 

∏ ∏ +
↓

+
↑= 0kk ccψ  
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  我們已經知道漢米爾頓量在動量空間中的形式，並且得到在動量

空間中的本徵態(或是基態)，接下來的問題是: 如何能夠將這個本徵

態轉換為在真實空間中電子組態的線性組合? 

為了說明方便，先以兩個粒子作說明。假設在動量空間中有兩個

粒子動量分別為 k、q，經過傅立葉轉換在真實空間中位置為 r，

R ( )Rr ≠ 。 

0++= qk ccψ  

= 0
2

1

2

1














 ++ ∑∑ R

R

iqR

r
r

ikr cece  

= 0
2
1 )(

,

+++∑ Rr

qRkri

Rr

cce  

我們對 r、R做加總時，令 1rr = 、 2rR = 及 2rr = 、 1rR =  

0
21

21 )( +++
rr

qrkri cce  

00
21

12

12

12 )()( ++++++ −= rr
qrkri

rr
qrkri ccecce  

上述兩種狀況可以合併寫成一個行列式，稱為 Slater行列式，所以在

真實空間中波函數 

0
2
1

2121

21
++= rriqriqr

ikrikr

cc
ee

ee
ψ  
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當系統有 N個電子時，其真實空間中的波函數

∑ ∏ ∏
↑

=

↓

=

+
↓

+
↑ ↓↑

↓↓↑↑

=
N

j

N

j
rr

rikrik

jj

jiji ccee
1 1

,,
0)det()det(ψ  

當本徵態 { }   ,σkn 是將不同動量的費米子由最低能量開始向上填，一

直到費米面，此時稱為 Fermi sea波函數。 

∏∏ ↓

≤
+↑

≤
+

↓ ↓↑ ↑
=

FF kk kkk k ccFS 0  

FFF kkkk ....2,1,0,....,,: ∆+−−  

∆
−

=
2

1N
k F  

L
π2

=∆  

若系統有 N個費米子，佔據動量空間的 FFF kkk ....2,1,0,....,, ∆+−− ，  

則真實空間中的 Fermi sea波函數可以寫成下列方程式: 

∏ ∏

∑ ∏ ∏

↑

=

↓

=

+
↓

+
↑

∆+−∆+−∆+−

−−−

∆+−∆+−∆+−

−−−

↑

=

↓

=

+
↓

+
↑

↓↑

↓↓↓

↓↓↓

↓↓↓

↑↑↑

↑↑↑

↑↑↑

↓↑

↓↓↑↑

×

×=

=

N

j

N

j
rr

rikrikrik

rkirkirki

rikrikrik

rikrikrik

rkirkirki

rikrikrik

N

j

N

j
rr

rikrik

jj

NFFF

NFFF

NFFF
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因此，一個緊束縛模型在真實空間的本徵態，可以根據在動量空

間中自旋向上電子所佔據的 ↑
ik ，自旋向下電子所佔據的 ↓

ik ，而分別用

兩個 Slater行列式得到他們在真實空間中 ↑
jr ， ↓

jr 的權重。 

在一維的基態，動量空間是緊致排列，波函數可以再化為更簡單

的形式。首先，我們來看不考慮自旋(spinless)的 Slater行列式: 

)det( ji rike =
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  令 iri
i eX ∆=  ， 原行列式=
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此類型行列式稱為 Vandermonte 行列式，其行列式可表示為 
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代回整個 Fermi sea波函數 
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0 ................................................................................................... (2.5) 

一維真實空間的波函數在此以更簡單的形式表現，原本的 Slater

行列式被化簡為 sin函數的乘積，可以使數值的計算過程達到更簡化

的目的。 

由以上討論我們知，基態時動量空間的波函數是緊緻排列，因為

對稱的關係，總動量為零，所以在真實空間波的函數應具有平移對稱

性。若電子組態 0α 的平移為 1α 、 2α … . Nα ，例如: 1α = 8,6,3,1 、

2α = 9,7,4,2 、 3α = 10,8,5,3 … ，則在基態下 0α 、 1α 、 2α ..整組向

量的權重相同;非基態時若總動量為 Q，則 1
)1*( αα −= NiQ

N e 。 
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Gutzwiller 波函數  

  對於 Hubbard 模型我們可採用 Gutzwiller波函數 

FGgGW DN=  

=
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jijiD cceeg
 1 1

,,
0)det()det( ........................................ (2.6) 

  DN 表示雙佔據的晶格的數目，det為之前定義過的 Slater行列式 

U=0時，g=1此時波函數等於理想費米電子氣的波函數；U增加時，

g<1會將一些雙佔據的情況排斥掉； ∞→U  時，g=0會將所有的有雙

佔據的組態全部排除，在研究 t-J模型時，排除雙佔據的限制即可以

g=0來實現。 

HM 波函數  

  1991年，Hellberg 和 Mele以變分蒙地卡羅法研究一維 t-J模型，

提出了一個波函數 23:  
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其中 DP 是一個投影算符，它將所有雙佔據的狀態排除掉，以滿足 t-J

模型的限制，其作用與 GW 中g=0的意義是相同的。 

∏
> ji

SF ν 稱為 Jastrow factor : 

∏
> ji

SF ν
= ( )

νπ
π∏

>







 −

ji
ji rr

L
L sin  

在此 ir為不考慮自旋(spinless)的費米子的位置， SF 為不考慮自旋

(spinless)的 Slater行列式。當電子彼此間越分離時則 SF 值越大，反

之，電子彼此間越緊密則 SF 值越小。 

  若 0>ν ，相當於在電子之間加入排斥的關聯性，權重較大的電子

組態是電子比較疏離的分佈。當  0=ν ，時HM波函數就等於Gutzwiller

波函數。 若 0<ν ，相當於在電子之間加入吸引的關聯性，權重較大

的電子是電子聚在一起的分佈。當 5.0−<ν 時平均的交互作用是吸引

的，系統產生相分離(Phase separation)即電荷密度分佈不均勻。以 HM

波函數來研究 t-J模型的基態性質是一個成功的數值研究，我們會在

第三章再作詳細討論。 
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第3章  Hubbard與 t-J模型的數值結果 

為了驗證我們對所使用數值方法的認識的正確性，並且加深掌握

這些方法的熟悉度，本章中重複研究已經被充份了解的 Hubbard 模

型 、t-J 模型，透過這些數值的結果來了解一維 Hubbard 模型與 t-J

模型的物理性質，並且跟一維解析計算的結果及標準理論比較，希望

由此出發來做更深入的研究。在本章中我們將使用精確對角化以及變

分蒙地卡羅法來研究下列一維模型中重要的物理量，包括: 能量、基

態的自旋結構因子(spin structure factor)、電荷結構因子(charge 

structure factor)、單電子動量分佈(single particle momentum 

distribution)，並且回顧變分蒙地卡羅法中的 HM波函數、SP波函數

研究的數值結果。  

3.1  Hubbard模型 

一維 Hubbard 模型的漢米爾頓量如下  

∑∑ ↓↑
>+<

+
+ ++−=

Na

i
ii

Na

ii
ii nnUchcctH ).(

1,
,1

σ
σσ  

首先我們以精確對角化的方法對 12個晶格點的一維 Hubbard模型做

計算，可以得到基態能量與低激發態能量等重要的訊息。我們在表
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3.1中列出 Hubbard 模型的基態能量，分別對不同的電子密度與不同

的 U做計算。D為展開希爾伯空間(Hilbert space)的所需的基底向量數

目，當有 Na=12個晶格，Ne個電子時，所須的狀態數 2)( Na
NeCD = 。 

 

 

表  3.1  Hubbard模型基態能量能量   Na=12 

電子密度 D U=0 U=4 U=8 U=12 U=16 U=20 

2/12 144 -4 -3.89901 -3.88351 -3.87744 -3.87421 -3.87221 

4/12 4356 -7.72741 -7.09934 -6.93376 -6.86259 -6.82353 -6.79895 

6/12 48400 -10.9282 -9.21563 -8.63723 -8.37394 -8.22693 -8.13381 

8/12 245025 -13.3843 -9.99187 -8.70248 -8.11035 -7.78193 -7.57532 

10/12 627264 -14.9282 -9.25348 -7.03928 -6.06562 -5.54006 -5.2146 

12/12 853776 -15.4548 -6.95645 -3.96286 -2.72343 -2.06568 -1.66136 

 

 

表 3.1中的數據我們將之繪成圖形陳列在圖 3-1中，在高電子密

度時，系統無可避免的會產生雙佔據的情形，在 U越大時，高電子

密度區的能量就越高，在大 U的情況下，最低能量在四分之一填滿

(quarter-filling)，在此時系統具有夠充份可以自由跳躍的電子，並且

又可以避免大量的雙佔據情形。當 U=0時，系統最低能量在半填滿，

此時系統擁有最多可以跳躍的電子。 
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圖  3–1 Hubbard模型  Na=12 基態能量  

 

 

誠如我們在第一章所題過的，一維的 Hubbard模型無論是從精確

解或是由弱耦合重整化群的理論，都預測此模型可以用 Tomonaga  

-Luttinger液體理論(TLL theory)來描述，為了驗證這樣一個理論上的

結果，我們在數值上必須計算基態的一些關聯函數來加以驗證。 

對於 Hubbard 模型我們計算了單電子動量分佈，自旋與電荷結構

因子，它們的定義與結果如下: 
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單電子動量分佈 (single particle momentum distribution) 
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所以當我們的用 Lanczos方法求得基態之後，代入下式

∑
=

↑
+

↑+

Na

r
rRr cc

0
00 ψψ ，再做傅立葉轉換，即為單電子的動量分佈函數。 

0
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圖 3-2為 Hubbard 模型的單電子動量分佈。當 U=0時，電子在動

量空間中，由最低能態依次排到費米面 Fk ，當動量大於 Fk 時，就沒有

粒子存在， 對於 Hubbard 模型允許雙佔據 ∆
−

=
↓↑

2
1)(or

F
Ne

k ，
L
π2

=∆ 。

當 3== ↓↑ NeNe ，
6
π

=Fk ； 5== ↓↑ NeNe ，
6

2π
=Fk 。 

當 U增加時，單電子動量分怖在 Fk 的不連續跳躍變緩，此結果

與 TLL理論所預測的，在 Fk 呈 power law的行為是一致的。 

ρ

ρα α
K

k
kkkkC FF 4
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圖  3–2  Hubbard模型的單電子動量分佈  
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自旋結構因子 (spin structure factor) 

在之前我們定義過自旋關聯函數如式(1.5)，其表示在真實空間中

自旋的關聯性，自旋關聯函數作傅立葉轉換到動量空間稱為自旋結構

因子(spin structure factor)，實驗上可以用中子散射的方法來測量材料

中的自旋結構因子 24。自旋結構因子的定義為 

� ∑=
r

ikrerS
N

kS )(
1

)(  

圖 3-4為 Hubbard 模型在不同的電子密度下，隨著不同的 U變化的自

旋結構因子。U=0時，在 Fkk 2> 之後會產生平台。因為電子由費米面

的一端到令一端的動量差為
6

3
)

6
(

6
2

2
πππ

=−−=Fk ，圖 3-3為 Na=12、

Ne=6， Fk2 的示意圖: 

 
圖  3–3  3+3/12 Fk2 示意圖  

    當 0≠U 時，自旋關聯主導(spin dominant)，在 Fk2 處會產生峰值，

隨著 U逐漸增大峰值就越大，這與之前 TLL理論所描述的，在 1<ρK

時，自旋關聯主導是一致的。

06π− 6π62π−

06π− 6π62π− 62π

63π63π−

63π63π−

62π
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圖  3–4 Hubbard模型的自旋結構因子  
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電荷結構因子 (Charge Structure factor) 

首先定義在真實空間中電荷密度關聯函數(Density correlation 

function)。 

∑ +=
i

riinn
N

rD ψψ
1

)(  

)(rD 表示在真實空間中電荷密度的關聯性。我們作傅立葉轉換後，得

到電荷在動量空間中的結構因子。 

∑=
r

ikrerD
N

kD )(
1

)(  

 

圖 3-5為 Hubbard 模型的電荷結構因子，當 U=0時，如同自旋結

構因子，在 Fkk 2> 之後會產生平台，隨著 U增大，因為 U使得電子

不喜歡雙佔據，成為 spinless 的費米子，在動量空間一個動量只允許

一個費米子佔據，平台會移到 Fk4 處。
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圖  3–5  Hubbard模型的電荷結構因子  
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Gutzwiller波函數的結果  

    我們已經由經確對角化得到一些 Hubbard 模型數值的結果，現在

我們使用 2.3節提到的Gutzwiller波函數來做變分的研究，以 12=aN 、

3=↑Ne 、 3=↓Ne 為例，對應於不同調變參數 g的嘗試波函數會有不同

的嘗試能量 E(g)，如圖 3-6。 
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U=100
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圖  3–6 (a) U=1 (b) U=10 (c) U=100 嘗試能量對調變參數 g作圖  

 

圖 3-7、3-8分別為不同 U時對應最佳調變參數 g*(Optima tuning 

parameter)、最佳嘗試能量。 

Gutzwiller Wave Function  
study on Hubbard model
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圖  3–7  U對最佳調變參數  g *作圖  
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圖  3–8  U對最佳嘗試能量 E*作圖  

 

將表 3.2中 Gutzwiller波函數的結果與精確對角化的基態能量比

較，最佳嘗試能量如預期的比精確對角化的結果高出一些。 

表  3.2  Na=12  Ne=6 的最佳嘗試能量與基態能量  

U 0 4 8 12 16 20 

最佳嘗試能量 -10.9282 -9.05918 -8.31425 -7.9377 -7.75946 -7.58122 

基態能量 -10.9282 -9.21563 -8.63723 -8.37394 -8.22693 -8.13381 

強關聯極限  

    在 ∞→tU  極限下 Hubbard 模型將所有雙佔據的狀態全部排除，

等同於 0→J 極限下的 t-J 模型，因為一階的微擾理論指出，此兩個

模型在 J=0， ∞=
t

U 時，有相同的基態波函數。這兩個模型有一個關

係式 :
U
t

J
24

≅ ，我們由精確對角化的方法來檢驗在有限晶格下，兩模

型的關係。如圖 3-9，Hubbard 模型和 t-J模型，在小 J的情況下能量
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幾乎重疊，但在 J/t>0.3之後，此兩個模型的能量已經有明顯的差別，

這說明在 J/t>0.3之後，t-J模型的物理性質可能開始與 Hubbard模型

偏離。事實上當 J>>t之後，t-J模型有所謂的相分離基態出現，即所

有的電子為了要獲得較多的自旋能量而聚集在一起，這是在 Hubbard

模型中不會出現的，關於 t-J模型的性質我們會在下一節詳細? 明。 
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圖  3–9  哈柏模型和 t-J模型的能量比較圖
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3.2 t-J 模型 

一維 t-J 模型的漢米爾頓量: 

)
4
1

().( 1
1,

1

1,
,1 +

>+<

+

>+<
+

+
− ⋅−⋅++−= ∑∑ ii

ii

ii

ii
iiJt nnSSJchcctH

σ
σσ   

  1991年M. Ogata的研究群用精確對角化的方法詳細的研究了晶

格點為 16的一維 t-J模型 10，本文中重複了部分結果。 

能量  

表 3.3是在不同的電子密度及自旋作用 J下的基態能量。 

表  3.3   1 D t-J模型  Na=16 能量  

電子密度 D J=0.5 J=1.0 J=1.5 J=2.0 J=2.5 J=3.0 J=3.5 J=4.0 

2 / 16 240 -3.92912 -3.93888 -3.95728 -4 -4.11232 -4.33648 -4.64352 -5.00016 

4 / 16 10920 -7.3288 -7.44224 -7.60704 -7.84736 -8.19616 -8.69152 -9.38624 -10.29904 

6 / 16 160160 -9.8136 -10.24144 -10.76704 -11.40192 -12.15904 -13.05984 -14.19264 -15.74992 

8 / 16 900900 -11.14784 -12.16608 -13.30064 -14.54752 -15.90784 -17.39248 -19.06304 -21.26048 

10 / 16 2018016 -11.2424 -13.1336 -15.12432 -17.20432 -19.37072 -21.6296 -24.0136 -26.80928 

12 / 16 1681680 -10.16288 -13.16192 -16.22448 -19.34032 -22.50624 -25.7248 -29.01152 -32.4672 

14 / 16 411840 -8.13904 -12.396 -16.68128 -20.98784 -25.31232 -29.65376 -34.0152 -38.408 

16 / 16 12870 -5.5712 -11.14224 -16.71344 -22.28464 -27.85568 -33.42688 -38.99808 -44.56912 

將表 3-3的能量除以總晶格數，表示成單位晶格的能量繪成圖

3-10。在圖形中可以看見，J/t=0.5的曲線與圖 3-1中 U很大時的曲線

是類似的，表示在小 J時，t-J模型與 Hubbard 模型有類似的性質。當
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J逐漸增加，能量與電子密度的關係越來越呈線性，此現象與所謂的

相分離態有。當相分離態發生之後，所有的電子都聚在一起，能量正

比於電荷數目。  

 

1D  t-J model  Na=16  Energy  

n
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圖  3–10  1D Na=16  t-J 模型單位晶格能量圖  

 

相分離態 (Phase separation) 

t-J模型在 J遠大於 t時，電子會聚集在一起，因為此種組態的反

鐵磁鍵最多，此種狀態稱為相分離態。其中電子聚集的區域完全沒有

電洞為海森堡反鐵磁區，此區域中只有自旋交互作用的磁能 ;另外一

個區域包含了全部的電洞，此區域除了自旋交互作用的磁能外，還包
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含了電子在晶格中跳躍的動能 25。  

在此定義壓縮係數(compressibility)  





 −−++

=
4

)(2)2()2(
2

NeENeENeE
Ne
N aκ     

    )(NE 為在基態時有Ne個電子在 aN 個晶格上的能量(電子密度

aNNen = )，κ給出了真實熱力學上的壓縮係數，除非多電子的束縛

態已經形成。 當相分離發生時，在熱力學極限下 1/κ=0。基本上在

相分離態的電子很難跳躍，這種狀態的導電性很差，更不用說產生超

導態，所以相分離和超導態是互斥的，一維 t-J 模型的相分離邊界約

發生在 2.8 <J< 3.6 之間。 
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J

2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3.0 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7

κ−1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

Ne=2
Ne=4
Ne=6
Ne=8
Ne=10
Ne=12
Ne=14

 
圖  3–11壓縮係數的倒數對 J作圖  
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Na=16  Phase separation boundary
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圖  3–12  t-J模型的相分離邊界  

 

結構因子 (spin structure factor)  

圖 3-12 是 t-J 模型的自旋與電荷結構因子，對於 Na=12，Ne=6

當 J/t=2時，出現平台，當 J/t<2時自旋關聯函數主導(spin dominant)，

此結果與之前 TLL理論所描述的，在 1<ρK 時，自旋關聯主導是一致

的，當 J/t一直增加到相分離態產生時， )
2

(
L

D
π 出現峰值 26’27。 
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圖  3–13  t-J模型之電荷結構因子  
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臨界指數 (Critical exponent) 

在動量空間中最低的電荷激發態是將費米面上的一個電子向外

移動一步，此時總動量 aNk π2= ，電荷激發能量

)0()2( =−= kENkE aπ ，電荷傳播速度 cv 定義為: 

a

a
k

c
c N

kENkE
k

E
v

π
π

2
)0()2(

0

=−=
=

∂
∂

≡ → ........................................................ (3.1) 

我們知道當動量空間處於基態時，總動量Q=0，此時真實空間電子組

態會有平移對稱性。現在我們要求激發態，在具有平移對稱性的真實

空間電子組態加入一個相位 

1
)1( αα −⋅= NiQ

N e ，Q= aNπ2  

即動量空間總動量 Q= aNπ2 。再將我們的漢米爾頓量 JtH − 作用在所得

到的激發態波函數，就可以得到 )2( aNkE π=  

臨界指數 ρK 與 cv 、κ的關係式: 

   
2

1
2

ρ

π
κ K

v
n

c= ............................................................................................................... (3.2) 

對於晶格數 16，J=2t，的臨界指數和電荷傳播速度，我們得到的結果

如圖 3-13 與 1991年M. Ogata等的研究結果一致。 
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圖  3–14  Na=16、J=2 t臨界指數與電荷傳播速度  

圖 3-14是 J=3t時，在低電子密度時已經產生相分離態， ∞→ρK 。
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圖  3–15  Na=16、J=3 t臨界指數與電荷傳播速度  
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圖  3–16  Ogata得到的 t-J模型的相圖  

圖 3-15為我們所得到的相分離邊界與Ogata的相分離邊界一致 12，在

Ogata的研究中發現，t-J模型在低電子密度時可能存在自旋能隙，後

來的研究結果證實了自旋能隙果然是存在的。 

VMC的數值結果  

以上所陳述的是用直接對角化的結果，對於研究 t-J模型的基態

性質還有一個有趣的研究方法是變分蒙地卡羅法。如下圖 3-16 為用

HM波函數研究 t-J模型得到最好的參數時的相圖 23 : 
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圖  3–16  HM波函數對於 t-J模型研究的相圖  

ν和 t-J模型的臨界指數 ρk 存在一個關係式: 

12
1
+

=
νρk .........................................................................................................(3.3) 

當 5.0−<ν 就產生相分離，虛線是  0=ν ，對應於 1=ρk 。在低電子密度

區有一整塊 5.0−=ν 是最好的波函數，當時推論這個區域可能存在自旋

能隙 28。但是後來的研究發現 HM 波函數是沒有自旋能隙的，之後

關於自旋能隙的問題有更深入的研究。  

自旋單態配對波函數 (Singlet Pair Wave function)  

我們知道當關聯函數不是以冪次方(power law)遞減，而是以指數

函數遞減(exponential decay)時，系統會有所謂的關聯長度(correlation 
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length)ξ，其定義如下: 

( ) ξ
r

erS
−

~  

根據場論的計算 

ξ
1

∝∆ s  

當我們研究自旋能隙的問題時，必須找到一個有限的ξ，否則 0→∆ s ，

但在 5.0−=ν 的波函數中， ∞→ξ ，所以在研究自旋能隙上出現瑕疵。 

在 1993年，Y.C.Chen 和 T.K.Lee 寫下了一個更好的波函數，當

系統的電子對密度很低時，我們可以用這個波函數來描述 29，即自旋

單態配對波函數(Singlet Pair Wave function) 

∑


















= +

c

Ne

r

r

b
J
t

SP 0
2 2

 

( )+
↑+

+
↓

+
↓+

+
↑

+ −= riiriir CCCCb
2

1
 

這個波函數很強的優勢是沒有調變參數(tuning parameter)，而直接以

J
t2 來取代。將 SP波函數的結果和 HM波函數的結果比較發現

( ) ( )5.0−=< νESPE ，根據變分的原則，得到比較低能量的就比較接近

基態 30。 
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自旋能隙相 (spin gap phase) 

由變分法的研究發現，一維 t-J模型在低電子密度的時候有自旋

能隙產生。1997年，M. Nakamura獲得了自旋能隙的相邊界，他們發

現此自旋能隙所存在的區間比先前的研究來的大，甚至於超過 n=0.5

也存在自旋能隙相。 

以下我們簡介M. Nakamura分析自旋能隙相邊界的方法 31’32，當

一維的邊界條件如 ++
+ = σ

φ
σ i

i
Li cec ,  等於是通量φ穿過這個一維環。當

電子數 N=4m+2時採取周期性邊界條件(Periodic Boundary 

Condition)，  0=φ ， ++
+ = σσ ,l,ic  ic  、電子數 N=4m時採取反週期性邊界

條件(Antiperiodic Boundary Condition)， πφ = ， ++
+ −= σσ ,l,ic  ic ，這組邊

界條件稱為「封閉邊界條件」(closed shell boundary condition)，這樣

的選擇會使得動量空間上的費米動量是完全佔據，可以得到基態能量

0E 。 

當我們想要研究系統的激發態時，M. Nakamura等人透過「重整

化群(Renormalization Group)」的分析，得到的結論是: 當採取下列邊

界條件: N=4m，  0=φ ；N=4m+2， πφ = ，研究系統的自旋激發態，

自旋單態第一激發態(singlet excitation)和自旋三重態第一激發態

(triplet excitation)，這兩個能級會隨著J的變化產生交錯(Level-crossing)
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的情況。根據重整化群還有 Luttinger液體的理論可以證明，此交錯

發生的點就是自旋能隙打開的臨界耦合 ..gsJ 。 

Na=16  n=0.5

J / t
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圖  3–17 自旋激發能級交錯(level-crossing) 

 

圖 3-17重作了M. Nakamura 1997年的數值結果，當 J很小時系

統的自旋三重態是能量最低的激發狀態，自旋單態則是在更高能量的

激發態，當 J逐漸增大，這兩個能級會在 J=2.7的地方交錯 。在 J>2.7

後，自旋單態成為最低的能量狀態，J=2.7就對應到系統的臨界耦合

常數 ..gsJ ，因此我們可以利用此方法求出在不同電荷密度的自旋能隙

相邊界。 
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相圖  

圖 3-18是 t-J模型的相圖，我們所得到的結果與M.Nakamura 33的

結果一致。 
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圖  3–18 t-J模型相圖  
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第4章  t-J-V與 t-J-U的數值結果 

關於 Hubbard 模型和 t-J模型的研究已經得到比較完整的結論，

由本章我們將陳列對 t-J-V以及 t-J-U模型的初步研究結果，主要探討

此兩模型是否存在自旋能隙以及相分離態。 

4.1   t-J-V 模型 

     t-J-V模型即在 JtH − 外再加上短程的庫倫斥力，漢米爾頓量: 

∑ +−−− +=
i

iiJtVJt nnVHH 1  

圖 4-1為 V=1時的能量分佈圖: 
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圖  4–1 t-J-V模型在 V=1時基態能量  
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圖 4-2為 1993年，M. Troyer等在 quarter-filling 晶格數為 16時，對

於不同 V/t和 J/t時得到的相圖。實線為 ρK ，虛線為自旋能隙。 

 

圖  4–2  t-J-V model相圖  

V=1時，在 J/t=3.5時產生自旋能隙，J/t=5相分離，V=3時，J/t=4.7

產生自旋能隙，J/t=9.1相分離。我們用壓縮系數的方法所的到的相分

離邊界與M. Nakamura的方法得到的自旋能隙與以上結果一致。  

    圖 4-3為 V=1時的相圖，自旋能隙在 J/t=3.1時產生，相分離態

在 4.7<J/t<5.6之間產生。 
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圖  4–3  t-J-V 模型相圖  (V=1) 

       圖 4-4為 V=3的相圖，J/t>9才發生相分離，J/t>5時自旋能隙

時產生。 
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圖  4–4 t-J-V模型之相圖  (V=3) 

 

分別對 V=1、V=3我們研究其自旋、電荷還有 Pairring的結構因子。 
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圖  4–5  4+4/16 (V=1)自旋與電荷結構因子
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圖 4-5為 t-J-V模型在 V/t=1時，自旋結構因子隨 J/t變化圖，由

Tomonaga-Luttinger 液體理論告訴我們， 1<ρK 時，spin dominant，自

旋結構因子在 Fk2 處會產生峰值，而在 V/t=1的 t-J-V模型中，自旋能

隙打開即 J/t>3後，電荷結構因子開始在 Fk2 處產生峰值，此時 charge 

dominant，一直到 J/t>5產生相分離。 

圖 4-6為 V/t=1時的 pairring 結構因子，當 J/t>4.2後 1>ρK ，

Pairring dominant，此時在 p(0)出現峰值。 
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圖  4–6  t-J-V (V=1) 的 P(k) 

 

圖 4-7為 V/t=3時的自旋與電荷結構因子。J/t<5時， 1<ρK ，S(k)

在 Fk2 有峰值，spin dominant。在 J/t=5時因為已經產生自旋能隙，D(k)

在 Fk2 產生峰值，所以 charge dominant。J/t=8左右， 1=ρK ，由圖 4-8，

J/t>8後，P(0)產生峰值，pairing dominant，J/t>9相分離產生。 
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圖  4–7  4+4/16 (V=3)自旋與電荷結構因子 



 
61 

4+4/16  V=3

0 £k/8 2£k/8 3£k/8 4£k/8 5£k/8 6£k/8 7£k/8 8£k/8
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

J=6.0 
J=7.0 
J=8.0 
J=8.5 
J=9.0 
J=9.5 
J=10 

P(k)

 
圖  4–8  t-J-V (V=3) 的 P(k) 

 

排斥的交互作用如預期的將相分離邊界往較大 J/t的方向移動，

同時打開較廣的前緣區，在此區出現增強的超導關聯性。 

我們可以在定性上描述 t-J-V模型的物理圖像: 由前面的研究已

知，在 t-J模型當 J>>2t以上，電子會開始被配對成自旋單態，當更

大的 J時，電子就聚集在同一區成為海森堡鏈。此時我們加入了 V項

的排斥力， ∑ +
i

iinnV 1，在近鄰的電子會使系統能量上升，因為 J項的

緣故，電子喜歡被配對使系統能量下降，在 J與 V彼此競爭下就形成

一對一對互相分開的電子，此時需要更大的 J才會產生相分離。
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4.2   t-J-U 模型 

在之前研究的 Hubbard模型，t-J模型，在與真實材料對應後，

似乎並不能很好的解釋材料產生超導的條件。於是我們去除 t-J模型

中不允許雙佔據的限制，並引入 Hubbard模型中的庫倫排斥力(on site 

Coulomb repulsion)U，企圖在此 t-J-U模型中找到不同於 Hubbard 和

t-J模型的物理性質。 t-J-U模型的漢米爾頓量如下: 

∑∑∑ ↓↑
>+<

+
>+<

+
+

−− +⋅++−=
i

ii
ii

ii
ii

iiUJt nnUSSJchcctH
1,

1
,1,

,1 ).(
σ

σσ

 

以下我們陳列研究的初步數據做為參考。 
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n  
圖  4–9  t-J-U模型能量分佈(U=20) 
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自旋結構因子 (Spin Structure factor) 
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圖  4–10  t-J-U模型之自旋結構因子  
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電荷結構因子 (Charge structure factor)  

3+3/12  U=4

k

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

J=0.4
J=0.8
J=1.3
J=2.0
J=2.4
J=2.8
J=3.2
J=3.6
J=4.0

3+3/12  U=20

k

0 £k/6 2£k/6 3£k/6 4£k/6 5£k/6 £k
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

J=0.4 
J=0.8 
J=1.2 
J=1.6 
J=2.0 
J=2.4 
J=2.8 
J=3.2 
J=3.6 
J=4.0 

D(k)

D(k)

 

 

圖  4–11  t-J-U模型之電荷結構因子  
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單電子動量分佈 (Momentum distribution) 
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5+5/12 U=8 n(k)
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圖  4–12  t-J-U模型之單電子動量分佈
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圖  4–13  t-J-U model 相分離邊界  
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第5章  結論 

我們將在本章對以上所陳列的數值結果中做一些結論，並且對於

t-J-V及 t-J-U模型簡述未來仍需要繼續的研究工作。 

 

Hubbard模型 

  在 U=0時，此模型近似於自由電子費米氣體，存在明顯的費

米面， Fkk > 時，單電子動量分佈為零，當 U增加時，單電子動量分

佈在費米動量 Fk 的不連續跳躍變緩，此結果與 Tomonaga-Luttinger 液

體所預測的，在 Fk 呈 power law的行為是一致的。 

當 0>U 時，s(k)在 Fk2 出現峰值且隨著 U增大表示 spin dominant。

當 ∞→U 時，在半填滿狀態系統是反鐵磁絕緣體，此時 Hubbard 模型

等效於 t-J模型。 

 

t-J模型 

    2.8<J/t<3.6之間存在相分離態。在小於臨界 J值(系統的 1<ρK )

時，spin dominant，大於臨界 J值，charge dominant。在 J/t>2到相分

離態之間存在自旋能隙相，隨著電子密度增加，需要更大的 J才會產

生相分離及自旋能隙。
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t-J-V模型 

V=1時，自旋能隙在 J/t=3.1時產生，相分離態在 4.7<J/t<5.6之

間產生。在 V=3時，短程的庫倫斥力使得相分離區一直到 J>9t才發

生，J>5t時發生自旋能隙相。 

在 t-J模型中，自旋能隙都在 1>ρK 的範圍裡，在這個區間中只有

兩個關聯函數 )(rD 、 )(rP 是冪次方遞減(power law decay)，自旋關聯

函數 )(rS 是指數函數衰減，且因為在 1>ρK 的範圍中所以是 )(rP 主

導。在 t-J-V模型中，當自旋能隙打開後，一直到 1=ρK 的區間我們發

現是 charge dominant的區間。 

 

t-J-U模型 

1.當 U增加時，單電子動量分佈在 Fk 不連續處變緩，為 TLL行為。J

增加時，動量較高處分佈增加。 

2.當 sJJ < spin dominant 。 

3.存在自旋能隙相。 

4.存在相分離態。 

未來所需繼續的研究工作是用更大的晶格求出電荷傳播速度，定

出臨界指數 ρk ，在小 J的區域的物理性質仍須更進一步研究。
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